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内 容 简 介 


本 书 系统 讲述 二 阶 抛物 型 偏 微分 方程 的 基本 理论 ,方法 和 应 用 。 全 书 共 分 九 
章 。 内 容 包括 Campanato 空间 , Sobolev Zt [B] (ETF x ^ t FE), DAET. TEE 
—#E, Schauder it, L? fib, De Giorgi-Nash-Moser {kit , Krylov-Safonov ff 
计 , 散 度 型 拟 线性 方程 ,完全 非 线 性 方程 等 。 

本 书 比 较 完整 地 介绍 了 Campanato 空间 在 二 阶 抛物 型 偏 微分 方程 的 应 用 , 首 
先 引 进 了 关于 抛物 距离 的 Campanato 空间 ,以 它 为 工具 给 出 了 关于 x 与 :异性 的 
Sobolev 空间 三 和 的 借入 定理 ,建立 了 抛物 型 方程 的 Schauder ER, L^ 理论 , 然 
后 与 De Giorgi-Nash-Moser 估计 结合 ,证 明了 散 度 型 拟 线性 抛物 型 方程 解 的 相当 
丰满 的 正则 性 。 对 于 非 散 度 型 的 一 般 方程 介绍 了 Krylov-Safonov 估计 并 用 它 来 讨 
论 完 全 非 线 性 方程 。 

本 书 可 作为 综合 大 学 、 高 等 师范 院 校 数学 系 、 应 用 数学 系 、 力 学 系 , 物 理 系 偏 
微分 方程 方向 高 年 级 大 学 生 、 研 究 生 的 教材 或 教学 参考 书 ;对 于 从 事 偏 微分 方程 
工作 的 数学 工作 者 、 科 技工 作者 ,本 书 也 是 一 部 较 好 的 学 习 参 考 书 。 
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É 1995 FUR, A XX H8 95 3-8 3E aU AE CHE PEE E 
院 根据 国际 数学 发 展 的 要 求 和 北京 大 学 数学 教育 的 实际 ,创造 性 地 
贯彻 教育 部 “加 强 基 础 ,淡化 专业 ,因材施教 ,分 流 培 养 ” 的 办 学 方 
针 , 全 面 发挥 我 院 学 入 门类 齐全 和 师资 力量 雄厚 的 综合 优 热 ,在 培 
养 模式 的 转变 、 教 学 计划 的 修订 .教学 内 容 与 方法 的 间 新 ,以 及 教材 
建设 等 方面 进行 了 全 方位 ,大 力度 的 改革 ,取得 了 显著 的 成 效 。2001 
年 ,北京 大 学 数学 科学 学 院 的 这 项 改革 成 果 荣 获 全 国教 学 成 果 特 等 
奖 , 在 国内 外 产生 很 大 反响 。 

在 本 科教 育 改革 方面 ,我 们 按照 加 强 基 础 淡化 专业 的 要 求 , 对 
教学 各 主要 环节 进行 了 调整 ,使 数学 科学 学 院 的 全 体 学 生 在 数学 分 
析 、 高 等 代数 、 几 何 学 计算 机 等 主干 基础 课程 上 ,接受 学 时 充分 、 强 
度 足 够 的 严格 训练 ;在 对 学 生 分 流 培养 阶段 ,我 们 在 课程 内 容 上 坚 
决 贯 彻 “ 少 而 精 ” 的 原则 ,大 力 压 缩 后 续 课 程 中 多 年 逐步 形成 的 过 
罕 、 过 深 和 过 繁 的 教学 内 容 , 为 新 的 培养 方向 ,实践 性 教学 环节 ,以 
及 为 培养 学 生 的 创新 能 力 所 进 行 的 基础 科研 训练 争取 到 了 必要 的 
学 时 和 空间 。 这 样 既 使 学 生 打 下 宽广 .坚实 的 基础 ,又 充分 照顾 到 每 
个 人 的 不 同 特长 .爱好 和 发 展 取 向 ,与 上 述 改 革 相 适应 ,积极 而 慎重 
地 进行 教学 计划 的 修订 , 送 当 压缩 常 微 、 复 变 、 偏 微 、 实 变 、 微 分 几 
何 、 抽 和 象 代 数 、 泛 函 分 析 等 后 续 课 程 的 周 学 时 。 并 增加 了 数学 模型 和 
计算 机 的 相关 课程 ,使 学 生 有 更 大 的 选课 余地 。 

在 研究 生 教 育 中 ,在 注重 专题 课程 的 同时 ,我 们 制定 了 30 多 门 
研究 生 普 选 基础 课程 (其 中 数学 条 18 门 ), 重 点 拓宽 学 生 的 专业 基 
础 和 加 强 学 生 对 数学 整体 发 展 及 最 新 进展 的 了 解 。 

教材 建设 是 教学 成 果 的 一 个 重要 体现 。 与 修订 的 教学 计划 相配 
合 ,我 们 进行 了 有 组 织 的 教材 建设 。 计 划 自 1999 年 起 用 8 年 的 时 间 
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修订 .编写 和 出 版 40 余 种 教材 。 这 就 是 将 陆续 呈现 在 大 家 面前 的 
《北京 大 学 数学 教学 系列 丛书 》。 这 套 丛 书 凝 聚 了 我 们 近 十 年 在 人 才 
培养 方面 的 思考 ,记录 了 我 们 教学 实践 的 足迹 ,体现 了 我 们 教学 改 
革 的 成 果 , 反 上 映 了 我 们 对 新 世纪 人 才 培 养 的 理念 ,代表 了 我 们 新 时 
期 的 数学 教学 水 平 。 

经 过 20 世纪 的 空前 发 展 , 数 学 的 基本 理论 更 加 深入 和 完善 ， 而 
计算 机 技术 的 发 展 使 得 数学 的 应 用 更 加 直接 和 广泛 ,而 且 活 跃 于 生 
产 力 第 一 线 , 促 进 着 技术 和 经 济 的 发 展 , 所 有 这 些 都 正在 改变 着 人 
们 对 数学 的 传统 认识 ,同时 也 促使 数学 研究 的 方式 发 生 巨 大 变化 。 
作为 整个 科学 技术 基础 的 数学 , 正 突破 传统 的 范围 而 向 人 类 一 切 知 
识 领 域 渗透 。 作 为 一 种 文化 ,数学 科学 已 成 为 推动 人 类 文明 进化 、 知 
识 创新 的 重要 因素 ,将 更 深刻 地 改变 着 客观 现实 的 面 狐 和 人 们 对 世 
界 的 认识 。 数 学 素质 已 成 为 今天 培养 高 层次 创新 人 才 的 重要 基础 。 
数学 的 理论 和 应 用 的 巨大 发 展 必 然 引 起 数学 教育 的 深刻 变革。 我 们 
现在 的 改革 还 是 初步 的 。 教 学 改革 无 禁区 ,但 要 十 分 稳重 和 积极 ;人 
才 培 养 无 止境 , 既 要 遵循 基本 规律 ,更 要 不 断 创 新 。 我 们 现在 推出 这 
套 丛 书 , 目 的 是 向 大 家 学 习 。 让 我 们 大 家 携 起 手 来 ,为 提高 中 国 数学 
教育 水 平和 建设 世界 一 流 数学 强国 而 共同 努力 。 
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1989 年 以 来 ,作者 在 北京 大 学 及 计算 数学 与 应 用 物理 研究 所 给 研 
究 生 多 次 讲授 “抛物 型 偏 微分 方程 ”课程 ,他 们 大 多 修 过 我 的 另 一 课程 
“椭圆 型 偏 微分 方程 ”, 为 了 避免 太 多 的 重复 , 必须 采用 显著 不 同 的 途 
径 , 当 时 虽然 也 有 一 些 采 用 Campanato 空间 方法 研究 抛物 型 方程 的 文 
章 , 但 还 未 见 有 比较 系统 的 材料 ,我 就 昔 生 了 利用 关于 抛物 距离 的 
Campanato 空间 串 起 抛物 型 偏 微分 方程 主要 内 容 的 想法 ,在 阅读 了 
Giaquinta & Giusti 文 [14」 中 解决 散 度 型 拟 线性 椭圆 型 方程 弱 解 的 C'” 
全 局 正则 性 的 Campanato 空间 技巧 之 后 ,更 坚定 了 我 的 想法 。 当 时 就 
写 了 本 书 的 前 七 章 , 即 线性 方程 部 分 作为 当时 的 讲稿 .后 来 因为 身体 不 
佳 没 有 再 动笔 。 最 近 两 年 才 续 写 了 散 度 型 拟 线性 方程 与 完全 非 线性 方 
程 两 部 分 。 

本 书 的 材料 是 这 样 构成 的 ;第 一 章 是 关于 抛物 距离 的 Campanato 
空间 , ER Da Prato 吧 结果 的 一 个 特例 ;第 二 章 我 们 应 用 它 建 立 了 
W*(Qr) 的 嵌入 定理 ;第 三 章 应 用 Galerkin 方法 建立 弱 解 的 存在 惟一 
性 ;第 四 、 五 章 的 Schauder 理论 与 L^ 理论 基本 上 是 Campanato 本 人 
的 结果 ;第 六 章 散 度 型 方程 的 De Giorgi-Nash-Moser 估计 大 致 来 自 于 
Ladyzhenskaya 等 人 的 工作 (人 参见 文献 L23]) ,我 们 加 上 了 局 部 L^ fil 
与 Harnack 不 等 式 ; 第 七 章 抛物 型 方程 的 Alexandrof-Bakel'man- 
Pucci 型 极 值 原理 采用 的 是 Tso 8 feti AE E BA. Krylov-Safonov 估计 
基本 上 是 采用 他 们 的 原创 证 明 ; 第 八 章 散 度 型 拟 线性 方程 在 可 控 增 长 
条 件 下 与 自然 增长 条 件 下 弱 解 的 存在 性 是 综合 了 Ladyzhenskaya 等 
NOTAS J&] 8) Kk C285 33S ,正则 性 的 结果 是 上 面 提 到 的 文 [14] 在 
抛物 型 方程 的 推广 ;第 九 章 讨 论 了 非 散 度 拟 线性 方程 与 完全 非 线性 方 
程 十 典 解 的 存在 性 ,大 多 采用 Krylov 原来 的 方法 ,也 有 一 些 是 我 们 补 
充 的 证 明 , 最 后 用 凝 国法 与 多 项 式 通 近 得 到 Cte te? RE Caffarelli 
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在 研究 粘性 解 时 给 出 的 ， 

本 书 作为 教材 ,为 了 简单 明了 ,除了 Vio (Qr ) SEZ RK pa IA, BK 
们 基本 上 没有 提 到 关于 x 与 t AHORRO SA; RO T 58 9013218 
问题 与 初 值 问题 ,没有 涉及 其 他 初 边 值 问题 ;对 于 一 些 重要 课题 如 渐 近 
分 析 ,blow-up 问题 等 未 加 讨论 ,只 集中 于 解 的 存在 性 ,惟一 性 及 正则 
性 ;对 于 一 些 应 用 课题 如 自由 边界 问题 ,渗流 问题 等 也 未 加 涉及 。 作 者 
学 识 有 限 ,错误 在 所 难免 ,请 读者 提出 宝贵 意见 。 

这 里 我 要 感谢 同济 大 学 姜 礼 尚 教授 ,作为 他 的 学 生 , 作 者 曾 得 到 他 
很 多 指导 ;我 也 要 感谢 我 们 讨论 班 的 同事 吴 兰 成 、 黄 少 云 . 刘 西 垣 、 王 粹 
东 诸 教授 ,作者 曾 就 有 关 问 题 与 他 们 进行 过 有 益 的 讨论 ;我 还 要 感谢 刘 
嘉 荃 教授 ,他 审阅 了 初稿 ,提出 了 宝贵 的 意见 ;最 后 我 还 要 感谢 刘 勇 纺 
辑 , 他 进行 了 非常 细致 的 编辑 加 工 与 校对 工作 。 
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955—329 Campanat 空间 (关于 抛物 距离 ) 


20 世纪 60 年 代 以 来 ,Campanato FAI EJ Jy 9E 9 R9 A Siwy 
型 偏 微分 方程 (组 ) 解 的 正则 性 的 重要 工具 ,本 书 将 以 它 作 为 主要 手段 
来 介绍 二 阶 抛物 型 方程 的 各 种 正则 性 理论 . 

为 适应 抛物 型 方程 的 需要 ,本 章 将 研究 关于 抛物 距离 的 Campana- 
to 空间 , 它 是 参考 文献 [8] 的 一 个 特例 . 


$ 1 Morrey 空间 与 Campanato 空间 


设 R" En BERS, REA RIGA x = (a, 2), 又 引入 
时 间 变量 i, Pn + 1 维 空间 RR’ ,其 上 的 点 记 为 (at), fio X 
= (x,t). AAW (EX ROR, NS X = Gan. TER 
中 引进 距离 
(X,Y) = max(|x — yl, [tx —ty|'7}, (1.1) 
它 通 常 称 为 抛物 距离 . 我 们 在 本 章 中 以 Q(X) RERA X AL, R 为 半 
径 的 关于 抛物 距离 OCX,Y) 的 球 , 即 
QUO =(Y ERP AX, Y) < R) 
— BG) X (ty — R’,ty + RD, (1. 2) 
其 中 Bao) BA cA, RAPER n BER. 
Wt DjÉ RU 中 的 有 界 区 域 . 对 于 任意 的 X € D, in D(X,r) = 
D N Q(X). Xiid —damD, E DFR OXY) 的 直径 . 首先 
我 们 引入 Morrey 空间 . 
定义 1. 1(Morrey 空间 ) XF1<p<o, 620 ,以 7 (Di;0) 
表示 由 L'OD) 中 满足 
lu ran | sup D&D, rar) «e a.» 


d=p>0 
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的 所 有 函数 所 组 成 的 赋 范 线性 空间 ,以 (1. 3) 作 为 空间 的 范 数 . 

容易 验证 L D; e) 是 Banach 空间 . 

引 理 1.1 LD; AL PER: 

(D L?°(D;8) = LA(D) ; 

(2) L" (D,8) = L"(D) , 

(3) WR 0 — 1, W L^" CD,0) = (0) ; 

(4) "e 1 xp Ig <, 0 — 0)/p E A — 0/4, M 

L'"'(D48) C L''(D;0), 

HHACBANZRMT Banach 空间 的 包含 关系 , 且 药 含 着 4 的 范 
数 强 于 B 的 范 数 , 4 实 BB 表示 4 CB 与 BC A 同时 成 立 . 

WEB] PERC BRA. 现 证 明 (2). 容易 看 出 


E PP «lu liec». 


男 一 方面 ,利用 Lebesgue 微分 定理 ,如果 xz € LD), N 
[0 |? = limlQ, "| lu(Y)|*dY, ae XED: (1.4) 
pu QU 


因此 我 们 又 有 

Il lp, S la Muros. 
性 质 (2) 得 证 . 设 w € ZL (CD;09)， 其 中 9 > 1. 对 于 任意 000, Y 
Q,CX) C Dit, t si E RTA 


10,17 B „on dy < 10,1 Vu lon, 
P 


ELAS 2 一 0, 注意 到 (1.4), 则 有 
jucX)|? <0, ae XED. 
LAA a HEIR QD. 至 于 性 质 (4), 只 需 应 用 Holder TER. 
定义 1.2(Campanato 空间 ) XFp>1,0>0, 以 2 (D;8) E 
m HAL? CD) 中 满足 


def 
Lu l^*o,» 


1/p 
sup |D(X,p) Ij lu(Y)—uy,|'dY) «oo 
XED DOC) 


(1. 5) 
的 所 有 项 数 u 组 成 的 赋 范 线性 空间 ,其 上 的 范 数 定义 为 
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def 
| u Ir, == (lu lie + Lu Toon = (1.6) 
YE (1. 5) P ux, Km u TE D(X, o) 上 的 积分 平均 值 , 即 


= = —1 
ux, = |, , „Dar = [DOGO TÍ AY. a. 


以 后 通常 用 以 下 记号 表示 积分 平均 值 
ij | «mar = JAI“ [ «aoar, (1.8) 


其 中 4 是 Rr?'' 的 可 测 集 , |4| 是 A BY Lebesgue 测度 . 
Campanato 空间 也 是 Banach ZA. PAW PRR: UR 1 < p 
<q < 00,(1 —0)/p > (1 —2)/q, Ni 
LU UDI) CLAUDIO). 
关于 其 他 更 深刻 的 性 质 我 们 将 在 后 面 两 节 讨论 . 
定义 1. 3(Holder 空间 ) XF0<a<1, 以 C"(D;6) 表示 满足 


def lu QO ~ u(Y)| 
Lu lap xb XY)" < co (1.9) 
的 所 有 函数 x 组 成 的 线性 空间 ,其 上 赋予 范 数 
ll, sup |x| + [uj,,p. (1.10) 


C'(D,8) 也 是 Banach 空间 ,显然 
C(D) D C'CD40). 
关于 Holder 空间 的 性 质 , 我 们 将 在 第 四 章 讨论 ,本章 仅仅 说 明 它 与 
Campanato 空间 的 关系 . 


$2 4O0A1KM, 2?°(D;0) 的 性 质 


为 了 进一步 研究 LA DO) 的 性 质 , 我 们 必须 要 求 刀 的 边界 有 一 
定 的 正则 性 ， 
定义 2.1 区 域 D 称 为 (A) 型 的 ,如 果 存 在 常数 4 > 0 ,使 得 对 于 
任意 X € D,0— p «i diamD, RA 
|D(X,p)| > AIQ,OD |. (2.1) 
以 下 是 Campanato 空间 最 重要 的 结果 ， 
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定理 2.1 设 DD 是 (A) 型 区 域 ,p zm 1, DU 
(]), 当 0 志 9 过 1 时 , L^'(D,0) zz LAUDO) ; 
(2) 41<0<1+ aoe 时 , ID; e) = C*( 万 ;8), 这 里 
a= (n+ 2(00-— D/p. 
我 们 在 下 面 经 常用 到 以 下 初等 不 等 式 ; Ka>0,b>0, p21, W 
(a 4- b)? 27 la? + 2270, 
HEREA 2. 1 ,我 们 需要 以 下 三 个 引 理 ; 
引 理 2.2 设 马 是 (A) 型 区 域 ,u € 27^" (00,0), 则 对 于 任意 0 过 Pp 
<R<diamD, FEC > 1 (RF 
ex, = ux, | < CRASAS y ’ (2. 2) 
其 中 C (RRIF n,0,5 与 (2.1) 中 的 常数 A, ux,g KARA. DEM. 
证 明 ”对 于 任意 Y € D(X»), RIE 
lx, E Ux pl” < a [xp — u(Y)|* + |«(Y) 一 eel) , 
不 等 式 两 边关 于 了 在 D(X,p) 上 积分 ,可 得 
[tx p — ux, al^ |l DCX ,o)| 


Sf den apar] le) — esal^dY | 
DOG) R) 


DX, 
« 2?|DCX,R) Eu 6L. 
应 用 (A ) 型 区 域 的 性 质 , 立 即 得 到 
2^uw 全 


1 
w 
P n n2) , —G-r2) p 
|ux,p — wx,r | x A R p Ae 


其 中 必 En 维 单位 球 的 体积 .证 毕 . 
引 理 2.3 在 引 理 2. 2 BRF ITERE m, 有 
| xn == Ux "rl < CR'|1 E LT | Lala (2. 3) 
Ha = (n+ 2) — D/p, C REF n, p,0 与 (2.1) 中 的 常数 4 . 
证 明 由 引 理 2.2, 
Hn t+2)— sap 
|ux,2-2R = MX ¿gl «CR á Lu J^ 


m 
üy r 一 Ux, "gl S > [lx e 一 Ux, 2 HR 
m 
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< CR RD, le^*o,» y on 
771 


<CR|1 — 27" | Ladera 
这 即 为 所 求 . 证 毕 . 
引 理 2.4 在 引 理 2. 2 的 条 件 下 , 当 9 < 1 时 ,我 们 有 
[ex gl S lupl + CR'[u le on» (2. 4) 
其 中 a = (n+ 2)0 — D/p,C 依赖 于 n,p,0 与 (2.1) 中 的 常数 4. 
证 明 iUd = diamD (关于 距离 (X,Y) ). MNFO<R<diamD, 
必 存 在 m > 0 使 得 
gw Uda Re? "d. (2.5) 
Jux rl S lux,a 一 Ux, mal + |x,a7 ta 一 Ux al + |up|, (2.6) 


应 用 引 理 2. 2 与 式 (2. 5) 得 
futa) 二 (4 十 27 
|ux,r = Ux,27 "4| E C(2"d) PR n [ee lor 0,» 


O(n+2) 
« CR'2 ? [4]. 


应 用 引 理 2. 3 并 注意 到 a 二 0, 我 们 有 
[uxa "a — ux,al Cd*|1 — 2 ^ [2 lz^*o,» 
< 2CR'[u lern. 
将 上 面 两 个 估计 代入 式 (2. 6) 立 即 得 到 式 (2. 4). ER. 
定理 2. 1 的 证 明 我 们 首先 证 明 第 一 个 结论 . 设 0 委 0 雪 1， 
u € LADO). 由 于 


| lu) — uy, l^dY 
D(X, o) 


io 


< 2f lu (Y) |^dY, 
D(X,p) 


P 
f (u(Y) — u(Z))dZ\ dy 
D(X, p) 


因此 


Lu Jeroan S 2 E I,» os)? 
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ORR LAUDO) D LAUDO). BAR u € LAUDO), BR 
| Ju (Y) jtdy 
DOG 


= gel (| lu(Y) eas ux, p1*dY + ax!” |D(X , p) H 


DCX, p) 


对 于 右 端 第 二 项 应 用 引 理 2. 4, 我 们 得 到 


| ian ay < cl| lu (Y) — uy |^dY 
DG p D(X, p) 


+ [lupi + lu) 6) | DCX +P) | 1: 
由 范 数 的 定义 (1. 3) 与 (I, 5), 可 得 
lu | itis Ss C {uleton + lu lors) 
«Cl ul. 
其 中 C RMF n. 0.0,A 5j d. 这 里 和 以 后 的 常数 C 只 表明 它们 的 依赖 
关系 ,而 不 计 其 大 小 . 
现在 证 明 第 二 个 结论 . I< O<1+ p/(n 十 2), 易 证 
C'(CD48) C 2 *(D,0), (2.7) 
EP a = (n+ 2)0 一 D/p. 
现在 设 we LADO. XEFIEROERUR km: k<m, HALE 2. 3 
知 
un. — tx, apl E Ca") — 277" Lider nay 
这 说 明 (uxo 是 Cauchy 序列 , 它 必 收敛 于 菜 一 级 限 交 (XX), 在 上 面 
不 等 式 中 令 m oo 得 到 
luxo — X)| s C(Q  pY Le yrds (2. 8) 
对 于 回 定 的 &, ARA ux os RX HERR, (2. 8) 式 说 明 当 
k —> co Ff ux uh EF X BOE ECK), WIL aX) 在 万 内 连续 ,此 
外 由 Lebesgue I, 4 k —9 co HY, 
Ux.2 “p > u CX), ae. X € D. 
EL uX) =ù (X), ae. X € D. AM aX) 是 与 p 的 选择 无 关 的 , 这 
样式 (2. 8) 可 写成 ; 对 于 任意 0 — o x diamD, 
lux, — 200] x Co Lu lr p s. (2.9) 
NE BE EAE aX) Æ Holder 连续 的 . FE XY € DI 
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p = 20(X,Y). 由 式 (2. 9) ,我 们 有 


EX) — acy) | 
< {ux,, 一 aX)| + ¡Uy o 一 &Y)|-« luxe — Uy o | 
< Cpu lo», + lux. — Uy |. (2.10) 


余下 只 需 估 计 式 (2. 10) 右 端的 第 二 项 . 对 于 任意 Z € D, 
lux, — tye |? < gar Ix, ~ u(Z) [^ T uy, — u(Z) lt , 
在 上 式 中 两 边 对 2Z 在 区 域 D(X,p) N DU.) 上 积分 ,得 到 
IDCOX,p) N DOY od lex, — ur, |? 
<a | | 
委 Co Cu Jeeta. 
注意 到 o = 20(X,Y), 立即 可 得 
[ys — ty, | S Co Lu jut. 
代入 (2.10》, 则 有 
[200 — HCY) | < Co Lu lr. 
这 与 式 (2.7) 结 合 在 一 起 就 得 到 定理 2. 1 中 的 结论 (2), 证 毕 . 


lux, — (Z) [PAZ +f luy, — HZ) Paz 
T DY .p) 


DX 
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现在 我 们 在 R^" 中 引进 等 价 的 抛物 距离 
G(X ,Y) = max sup |z, — yl lt, — tl}, (3.1) 
在 本 节 ,我 们 以 QUOD RRA X AL. RIBA TIE X,Y) 
(ER, Bil 
QUA) = (Y ERPINX,Y)<R), (3. 2) 
亦 即 
(YER ||x —y| «R, ty — R< ty <t RP =1,,n}. 
RUKE REPO 中 关于 抛物 距离 的 立方 体 , 或 简单 地 说 成 立方 体 . Q, 
QQ 都 表示 这 样 的 立方 体 . 
由 于 6(X,Y) 与 (X,Y) 的 等 价 性 ,对 于 pp 之 1,0 之 0 及 RE 
意 (A) 型 区 域 D, 容易 验证 
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L” D; 8) X LAUDO). (3. 3) 
在 $1 中 我 们 已 看 到 Morrey 空间 有 如 下 的 性 质 
L^ (D,8) = L"(D). 
但 对 于 Campanato 空间 上 述 事实 则 不 成 立 , 仅 仅 有 
L"(D) & #?"(D;8). 
我 们 将 会 看 到 对 于 p > 1, WR Dix. (05,589) 实际 上 就 是 
John 与 Nirenberg 引入 的 具有 有 界 平均 振幅 的 函数 空间 ,或 简称 为 
BMO 空间 . 
定义 3.1 设 Q, 是 R'' 的 立方 体 ( 关 于 抛物 距离 ), 以 BMO(Q,,5) 
表示 由 LORI E 


def 
[u]. — sup], Mu = urlă < 6.0 


EA AA ES C u 组 成 的 赋 范 线性 空 sie, HH Q 的 中 心 位 于 Qu n. 这 样 的 
空间 又 称 为 John-Nirenberg 空间 . 其 上 的 范 数 定 义 为 


| u ll. :Q, == | u lote 十 Lu]. a (3.5) 
BMO 2 cubes jac 
[u]. a, — sup f lu) — uoldX. 


ESO 4) 的 定义 是 等 价 的 . 由 定义 直接 可 以 看 出 
L (Q,;6) = BMO(Q,,0). 
下 面 我 们 将 研究 属于 BMO (Q,,0) 空间 的 函数 的 一 些 特性 . 为 此 
需要 一 些 准 备 知 识 . 
定义 3.2 Kut D LOW MRR WES 
A,G) = {X € D| |u(X)| >s}, 


函数 
A,(s) = meas{A,(s)} = |A,(s) | 
称 为 x(X) 的 分 布 函数 . 
5123.1 设 xEZL2CD), 则 


INDIES: = p| "2.005. (3.6) 
证 明 RNS 
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120.98] 
| Ju |*dX = | ax] ps?'ds 
D D 0 


= | ax] at uX > ss, 
其 中 x{4}) 表示 集合 4 上 的 特征 函数 . 利用 Fubini EEE, 
INL l'dx — [stes x{lucX)| > s)dX 


- »[ s 5715 (s)ds. 
引 理 得 证 . 
由 此 引 理 ,我 们 可 以 看 出 当 s — co BY, ALGO 的 渐 近 性 质 与 x 的 可 
积 性 是 紧密 相关 的 . 人 BMO 
空间 的 函数 . 
定理 3.2 iiu € L' (QD, HTETEIER EC, 5 C, — 
CQ, 有 
meas(X € Q| |u(X) — ug| > s) < Cjexpi— C,5}|Q|, 
(3. 7) 
MW u € BMO(Q,,0), H. 
[4]. a, <C;/C,. (3.8) 


证 明 由 引 理 3. 1,3 FQOCA,, 
¡SS 一 ug | dX = R>] mau — ug| > s)ds 


< QIT Ciexp{— C,s} |Qlds 


这 蕴含 着 式 (3. 8). HE. 

John 与 Nirenberg WEH T HX EM, 

定理 3. 3(John-Nirenberg EXE) Bu € BMO(Q,,0) , WHEM 
依赖 于 ”的 正常 数 C; 5C, 使 得 对 于 任意 QC Qe, 都 有 


meas (X € QI [uO — ual >s} <Cexp| rz]. Jal, 


(3. 9) 


10 $—* Campanato 空间 (关于 抛物 距离 ) 


为 证 明 此 定理 ,我 们 将 应 用 Calder6n-Zygmund 分 解 引 理 . 这 个 分 
解 引 理 十 分 重要 ,基于 这 个 分 解 引 理 的 论证 方法 在 许多 重要 问题 上 起 
着 关键 性 的 作用 ,在 后 面 几 章 中 将 屡次 用 到 它 ， 

引 理 3. 4(Calderón-Zygmund 分 解 引 理 ) ik f € L'(Q),f>0, 
如 果 


>f FAX, 
Q 
WHERE SUPP RABBI Q) 使 得 
«x. fEDAX< r u (Q—1,2,72, (3.10) 
fX) Sa, ae X€ QN UQ. (3.11) 


证 明 将 @ 分 成 全 等 的 2"* 个 立方 体 Q', 对 于 这 样 的 立方 体 , 有 
两 种 情况 ， 
(1) NISI: Sin 


(2) [fax Se 
Y Q' 属于 第 二 种 情况 时 将 这 样 的 立方 体 归 入 立方 体 族 Q). 对 于 这 
样 的 立方 体 , 结 论 (3. 10) 成 立 . 事实 上 ,由 引 理 所 设 


T fODdX- |Q' El f(X)dX 
Q 
CI o FODAX < 2a. 

4 A 属于 第 一 种 情况 时 , 则 继续 剖 分 成 2” 全 等 的 立方 体 Q". 重复 
ELAR RNSARLBSH WAAR (Q), 对 于 每 一 Q,, (3.10) 
成 立 . Y X,€ QN UQ, 时 ,由 剖 分 的 过 程 知 道 , 必 存在 属于 第 一 种 情况 
的 立方 体 列 Q, AX, € Ok = 1,29), IQ, | — 0 C4 ROO). H 
Lebesgue 微分 定理 


f(X) = lim], f(X)dX, ae. X, € QN UQ, 


因为 Q, 是 属于 第 一 种 情况 的 立方 体 列 , 所 以 (3. 11) 成 立 . 引 理 证 毕 . 
附注 由 (3. 10)? 中 的 第 一 个 不 等 式 ,我 们 可 以 得 到 
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> 10,1 < e FAX. (3.12) 


J 


定理 3. 3 的 证 明 由 于 w € BMO(Q,,5), 必 有 wu € BMO(Q,Ó), 
因而 只 需 讨论 Q =Q, 的 情况 . 由 于 不 等 式 关 于 v 是 齐 次 的 ,可 不 妨 设 
lu]. q 1. 否则 以 v = u/[u]. q RË u. 


X Tal Lu]. a, = A |u(X) — ua \dX, 应 用 Calderön- 
Zygmund 4H T Qo» WMA HORE BWIA AA (OQ) 使 得 


dac m Iu CX) — uo |dX <2"a, (3.13) 
ju CX) 一 ug | <a, ae. QU U a”. (3.14) 
J 
由 (3.13) 可 导出 
SHOP] <a" um — woldX, (3. 15) 
J 2 d 


[ugo — wo | he |uCX) — ug ldX <2""%a, (3.16) 


对 于 任意 一 个 Q@,” ,我 们 有 
o a zo lu(X) — ug» |dX, 
再 次 应 用 Calderón-Zygmund 分 解 于 每 一 个 Q ,又 可 得 到 互 不 重合 
的 立方 体 列 (QU) (对 于 所 有 QT 分 解 后 所 得 到 相应 的 立方 体 的 总 和 ) 
使 得 
a< m lu CX) — ug |dX < 2 a, (3. 17) 
|« CX) 一 ug | <a, ae QUU Qu, (3.18) 


由 (3. 18) 49 (3. 16) 
lu GO 一 ug |< \u(X) 一 Ugo | + Jug» 一 uo | 


< 2 。 ta, a.e. RPN Uq?, 
H 


联合 (3. 14), 则 有 
lu — ug | <2* arta, are. QU URP. 
J 
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IH (3.17), 
S loo sa UM jx(X) — ug |dX. 
J J j 


注意 到 [u]... = 1 5.150 A 
2/IQ? | <a" 3107 


« «| lu(X) — ug (IX < a7*|Q,I. 
Q 0 


重复 上 面 的 步骤 ,用 归纳 法 对 于 任意 自然 数 & 可 得 到 互 不 重 玲 的 立方 
体 列 (QU) 使 得 
|u(X) — uo | Sk * 277a, ae. XEQ\ YQ”, (3.19 


$,IQ | <a" 10,1. (3. 20) 


MFRS 1, 由 (3.19) 与 (3.20), 有 
meas (X € Q, | lu CX) 一 uo | >- Ze) 


< YQ | <a IQ]. (3. 21) 


我 们 注意 到 不 等 式 (3. 21) 的 最 后 结论 对 于 二 0 也 成 立 . 现在 对 于 任 
意 s > 0, 必 存 在 整数 之 0 使 得 
k «277a s « (k - 1) * 277a, 
应 用 (3. 21) ,有 
meas {X € Q | lu(X) — uo | > s] 


< meas (X E Qu] |u(X) — ug | >k. 20) 
<Q < elQ, lexp[ 28 4). 
HE a> 1, 定理 3. 3 得 证 . 
定理 3.5 meu € BMOQQ,,0D, WHF p>1%H%H u € 
ACQ ug), A 
lan S Clu]. o; (3. 22) 
证 明 由 引 理 3.1 与 定理 3.3, 有 
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f o0 Sg VaR E IQ|^| ps7 meas { |u(X) — ug] > s}ds 


< IQI T Cips” ep {ay -als 


Spe lu XK Cae exp{— s}ds < C[u]. os 
0 0 0 
由 此 立即 得 到 (3. 22). DEH. 
现在 我 们 可 以 看 出 ,对 于 p 之 1 
£*"(D;8) = £'*(D;8) = BMO(Q,, 0). 


J 题 一 


1. 证 明 引 理 1.1 中 的 结论 (4). 
2. Hu € C°(D;0),v € C'(D,6), 其 中 a € (0,1], WE uv € 
C°(D;8) H 
[uv], S lul.lvl. 


3. Hu € LID), EX TER o € (0,17,X € D, 满足 


f 
ess osc u == ess sup u — ess, inf u SCP, 
D(X,p) D(X,p 


其 中 D(X,p) MEK $1, C> 0 是 常数 ， P u € C" (D). 

4. HERA ZE $ 3 中 BMO 空间 范 数 两 种 定义 的 等 价 性 . 

5. Hu € LL (D,0) , 证明， 

CD wm o0 — 1,5 € LO), Ml = € ¥*4(D;8). 

(2) UR «E (0,1), 1<0<1+ + "s z’ bEC DO), Ml bu € 
e *(D,8). 

6. RDE(ANERM NF BER) X, € D-0O<0<1,1<p< 


eo, jid 


1 j 1/p 
€ Ss d 
la lage | sup, DA Tl ner, | z) d 


E WESER E "d 
ex, x (sup, DA ox, al" xol de) ái 
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其 中 4 =diamD. 证 明 
A Ol gs + dul. 
7. d Q4 — Q x (0,T), 其 中 只是 2 维 (A) 型 有 界 区 域 , Qi = 
B4, X (— R*,0], M, = B, X OR); Q = Q X {t= 0}, i0 


1 
DA Aenea AO NERIS 
LP (e, 8) o<r<d |Qe CX) N Ar | Jaana 
Xy€Qr 


1/p 


1 |u|^dX 


Disa TA 
十 0<<R<d |M;(X,) N Qr| Me Xp NR, 
XER 


证 明 它 与 定义 1. 1 所 给 出 的 范 数 是 等 价 的 . 


, 


第 二 章 Sobolev 空间 (关于 z 与 上 异性 ) 


本 章 仅仅 讨论 关于 与 1 两 向 异性 的 Sobolev 空间 的 一 些 特殊 结 
果 , 有 关 各 向 同性 Sobolev 空间 的 定理 我 们 将 直接 引用 ,读者 可 参阅 有 
关 的 参考 书 . 


$1 WZ"(Q.) 空间 


设 Q 是 的 有 界 区 域 , Qz 表示 R EERO x (,T]. 
为 了 抛物 型 方程 的 需要 ,我 们 将 在 上 方向 上 引入 分 数 次 半 模 . 对 于 
0cacl,pzl,ii 


le If. dz| d 2i lun — uD aV .4.1 


le rt 


附注 ”事实 上 , 半 模 (1.1) 也 可 定义 在 柱 体 2 x (7 TI, HPO 
是 R" 的 有 界 或 无 界 区 域 , — eo <T,<T,<o. MRE Anul, t) = 
u(x,t +h) — ut), NFQ=9X(— 00,0), 容易 验证 


1/p 
Lu des, ‚a 一 at" Laa lor | . (1.2) 
在 本 书 中 ,函数 ulr) 关于 空间 变量 z 的 梯度 记 为 Du 或 Du, 
XT ot 的 微 商 记 为 Du R u, ATER., 通常 记 
|Du|= (> |Dfs |? y^, 


| D'u Ira, = (22 I Dee Ia， ie 
其 中 8 是 多 重 指标 (Bi 0 BD», 
BOG = 1,2," »n), ¡B| = 2^ Bs 


p al 
AZ 到， 
Or, Or,--*Or, 
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定义 1.1 对 于 正 整数 /与 ] « p «oo, 当 ! 为 偶数 时 , 记 


— $ 1/p 
| u ER E (2; | DD'u Ira, 3 (1. 3) 
41 为 奇数 时 , 记 
la Ira, = | | Dx Ira,» 
a, (1.4) 


spy 1/ 
十 > CD; Du]; | ” 


Ox;r42smd--1 
以 W;'^(Q 表示 L*(Qr) 中 满足 
PM 
的 函数 组 成 的 赋 范 线性 空间 ,其 上 册子 范 数 (1. DRA. 4). 
可 以 验证 We (Qr) 是 Banach 空间 . 
为 简单 起 见 , 当 /为 偶数 时 , 记 半 模 
[Jo = | >, | D;D;u lc 3 


rd 25-4 
当 为 奇数 时 , 记 
Cula PE ( > | D;D'u lira, + = (DDT, pe 
$ r+2s=/ r+2s=l—1 d 
事实 上 ,定义 1. 1 不 限于 在 有 界 柱 体 上 定义 ,也 可 在 无 界 柱 体 和 
上 或 m" LEEN: 


定理 1.1( 延 拓 定 理 ) ix aN € C, 则 存在 延 拓 算 子 P. 
W Qr) WR), 满足 
CD 对 于 任意 u € WI PQ, 
Pu(X) = u(X), a.e. X € Qr; 
(2) 存在 常数 C > 0 使 得 
| Pu LA D «Clu LAS f 


H C URBE nil, p, (diamQ) ',7'5 an; 
(3) Pu 的 支 集 包 含 于 OQ, X (一 了 ,27)， 其 中 
d=diamQ, 0, = (x € R'|distiz,Q) Sd}. 
证 明 我 们 只 讨论 /为 奇数 的 情况 ,因为 当 /为 偶数 时 方法 相仿 且 
更 为 简单 .现在 记 m = [1/2], 首先 我 们 应 用 Hestenes- Whitney 方法 


$1 Wy? Qe 17 


将 从 Qr RE Q; — OX (一 T,T] 上 ,定义 


uCXst)s (x,t) € ü x [0,71]; 
2 m+l . 5 
RUN S Noc. Mee DEAT. 
k=} 
选取 A, 使 得 
m+] 
2207 1)’ = 1, s-0,1,2,",m. (1. 6) 
容易 验证 ， PM 2s <l, (210€ OX [— T,T], 
DiDiu(x,t), t20, 
DiD'i(z,t) = 47+ 
2^ — ly (DD'u) (zr, —t/k), t<0, 
(1.7) 
因而 有 
Pp» | D:D S ll,» q, < Celan? (1.8 
HB C (HRM n. 5. 我 们 将 进一步 证 明 
[D'D; wire, < Clu} pire, , (1.9) 


r+2s=l—] 


其 中 C 仅 依赖 于 nn,i,p. 我 们 只 讨论 +=0,s =m = [4/2] 的 情况 ,其 他 


情况 类 似 . 由 (1. 1) 
T T |DiZu(x,D — Dux, |” 
| 


= i dz| à [de a f as. di [ Ud 
+f dz e de IE «de + | daf a = 
Su (1.10) 


[o Lu lire, 


注意 到 式 (1.7), 我 们 有 
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0 0 
I, =| dz| de | ®,(x,t,t)dr, 
a Jor -T 
其 中 
P, (1,1, ) 
[SAG VEYLD; (x, — t/k) — Dia, — 1/49] | 
i 
这 样 I, 被 以 下 的 其 所 控制 ， 
0 o [D alr, — t/k) — LUCES IL IR 
d 
c» as. : ls 


|: — rite 


作 变 数 替换 (一 t/k, 一 r/k) = (1,0) 之 后 得 到 
ILS Cla], ift 


现在 估计 1,, MAK. SOSA. m. 
[SA VE LDji Gut) — Dii, — 2/49) |’ 


I,= E def af ir rp dr 


T^ |D'g(r,t) — Diülz,r) |? 
«cx def ae f ep eee dr 


< Clu], dan 


le — gites 


(Q )* 

I, WHS I 类 似 , 综 合 以 上 各 项 估计 ,(1. 9) 式 得 证 . 于 是 我 们 
有 
| ul M M o pS C | u | w^" a,” 


其 中 C RRIF np. e os (—T,2T), 然后 
再 乘 以 截断 函数 EO) € Co (一 了 ,27) E4 € [0,T] 时 G0) = 1, 
这 样 我 们 可 以 得 到 延 拓 算 子 
P, W; d 
HPQ =N X (— 00,00). 
CL) 当 (x,t) € Qp BE u(x,t) = Pu(z,D, Putz, 的 支 集 包 含 于 
Ax [一 了 TT,27T] 之 中 ; 
(2) 满足 估计 
| Pu TA «Cl» lu 


w^ s 


(Qr) — (Q), 


Qp' 
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HP CIRT npl TO, 

关于 z 方 向 上 的 延 拓 可 应 用 通常 的 Sobolev 空间 的 方法 ,将 30 局 
部 展 平 ,并 应 用 上 面 提 到 的 Hestenes-Whitney 方法 延 拓 ,最 后 用 单位 
分 解 粘 结 起 来 . 证 毕 . I 

定理 1. 2( 内 插 不 等 式 ) doQcC.ucW; (Q,WxrTEE 
e € (0,1],0<r +2 = p « L, RNA 


sry C 
| DiD u lao S elu], 1 oy + A lu lir s (1.11) 


其 中 C 只 依赖 于 n,l,p,on, (diam)! Bi ha . 
证 明 对 于 r 二 is <m, 由 普通 的 Sobolev 空间 的 内 插 不 等 式 可 
以 得 到 ; 对 于 Ye€ (0,1], 


r E 
AAA < el Dix | es NU legs? (112) 


ran A 1? an t 


à E. 
l Diu | el Dru lra + IPIE 


rap S 
MAFO<r+2=p4<l1, WMJSBO.12x A 
< ell D7” Diu | 


rs No Jl 
| D'Du | iD | Diu |,» 


Qp’ 
(1.14) 
41 为 偶数 时 ,对 不 等 式 (1. 14) 右 端 第 二 项 应 用 (1. 13) (0m = 
¿/23,M 
|| DDia || 


z’ ap 十 


L’ Qr pw 


«e | DE" Diu lrg, 


Qp 
C C 
F a |? | D? u Ira, + 65/9722 | u bs]. 


取 6 — CET, ye RE 2e, 则 对 于 任意 e€ (0,1] 有 (1.11) 式 
成 立 , 这 样 , 当 /为 偶数 时 定理 得 证 . 
现在 设 7 为 奇数 . 我们 先 证 明 对 于 Q = MX (— 00,00), u € 


WI OY HERBS Q x [一 TT,2T] 中 有 
7 C 
| DiDia ls, S Le] weg, + Gras We lye? (1.19) 


其 中 r+ 十 2s = 二 J 之 le € (0,),C>1 RRF nl, 5,90. 
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为 此 先 证 明 


|| Dz |l < e[ D, ul, te 


aq > 


事实 上 ,我们 可 写 


E u |, 


L Prey’ 


(1. 16) 


Du(z,t) = Du(x,t +h) — (DuC t +h) — Dulz,t)), 


上 式 关 于 有 从 0 至 积分 , 则 有 
|Duz,d| < 


i Lf Dineth Duan ldk 
0 


因此 
| Dye || 


aa +0 — «G0 


< Ë pulus T[ | ade 1, 


rad 


HHA Du = is t+h) 一 Du(«,t). 应 用 Holder 不 等 式 , 有 


Aqu, 


(1. 17) 


Il Du ll,» S bios 
pi A f Da lus | [rro aa] 2 
uS o 
EEE = 1. 简单 的 计算 表明 (注意 到 式 (1.2)) 
| Da lee < Ce “LD ¡Ie + XLI 
这 里 是 任意 正 数 , 式 (1. 16) 得 证 . 
MEW m = [2/2]. 应 用 式 (1. 16) 得 
| Dia lira < el Dial + FMD lra’ 
又 应 用 式 (1. 13) ,我 们 有 
IDT oo, < ol pre lo, + le seo, 


代入 式 (1.17), 并 取 6 = E, 则 有 
I Dru | 


由 此 立 得 


LO 


m 
< e[ D; ulio 2a 


Igni 


L’ Q) 


C 
+ ll 


Po" 
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l| Dru loco, < 2eLDe ulio + Fa lul. (1.18) 
MF s <m = [1/2], 应 用 估计 式 (1.13), 有 
| Diu seo, < el Die lo, + ses Ile Me 
将 (1.18) 代 入 ,可 得 
| Diu ls < e| OLD? «lute 十 a a ALS PME. + 75 lu lio. 


对 于 任意 cE (0,11, MR 
an Ge 
e=0o 9%, §=gi%, 
则 


C 
l| Dia liro < oL Diti, + was | lar 


对 于 0 过 r+ 十 2 = pL RAA. 12 (OA RRE Q ) ,适当 地 选 
取 8, 可 得 
| D.Dju ¡IES elu] LQ) + en lu lea: (1.19 
MER u E W^" (Qo, TAH u EA EC WI O 使 得 


lg lung We na 


St (Prnt, $ DA aps Narco). 


SF E, 式 (1,19) 成 立 , 将 上 式 代 入 式 (1, 19) 后 得 到 ; HTO<r+ 25 
= pl, 有 


C 
| DiDru so ,< eC ll, + wen LA 


<eClu] Lo 十 EC > | | Dr Dou | 


zi BPO 
0<p+20<1 a 


C 
+ RT lu PIS (1. 20) 
取 6 = (Ce ^ ^, MA 
à" | D; Du || 
= lu] eva 十 SC || D; Dou ra, +Clu ra T 
d 0<p+20<1 T 
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这 就 是 所 要 的 . 引 理 证 毕 . 
定理 6.2 Walz,t,p) 满足 结构 条 件 (5. D~O6.60R(6.1),u€ 
va) 满足 方程 (5.1), Q' CC Qr, MI Du € CP) B 


[Du], <C ge l P(X Rosu) + B], (6. 29) 
0 


其 中 R, = 1dist(Q' 9,07), C,B 仅 依赖 于 n TR, 及 结构 条 件 的 常 
数 . 

这 是 引 理 6. 1 很 直接 的 推论 ， 

我 们 考虑 带 有 边界 的 邻 域 , 记 Be (zo) = Bala) N {x, > 0), 
人 OO] 
(GB, N (x, = 0)) X (0,77. 此 外 ,还 记 


n—1 
DEXom PJ... Pel dade 
al [Dv — (Dv)? |'dxdr, (6. 30) 
0) 


其 中 (Do)! = j D,vdzdt. 
QF OX 
引 理 6.3 设 a(z,t,p) 满足 结构 条 件 (5. 3) 一 (5. 6) 及 (6. D. X, 
€ X,,, Qi (XO CQÍO x D, u E VIL) 是 方程 (5.1) 的 弱 解 ， 
HE 2,7 Eu =0, UHFERO<PS<R<RR<NK,E Zr 
我 们 有 


G+ (X < d d dct n+2+2a 
osu) SC R P` (X,,R;u) + BR » (6.31) 


HFC BMKMT nT 及 结构 条 件 的 常数 ， 
证 明 与 引 理 6. 1 的 证 明 一 样 ,考虑 vwE V?" (1 Wz (Qi I) 满 
足以 下 初 边 值 问 题 ， 
x — Da (X,,Dv)) = 0, (r,t) € Qi XQ, 
U =U, (x,t) € 9,Qà (Xo). 
由 $5 的 结果 ,存在 cE (0,1) 使 得 


1/2 
2d 
lo. Gh IDulddade] (6,38) 


(6. 32) 


C 
| Du e^" ot, < R’ 
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MEW w, = Dv (s = 1,2,-:,n 一 D. 函数 w, 满足 方程 


Dw, 一 Dp, 2 costos Do) Du, = 0, 
将 上 面 方程 写成 
Dw, — Dp SC sto ,Do(X) Dw,] = Df'(r,t), (6.34) 


其 中 
f= EXT ‚Dv(z,t)) 一 Ca yt ,Do(X,))| Dw 
Op, 0 ap, 0**0 

(6. 35) 

类 似 于 引 理 6. 1 的 证 明 ,注意 到 在 Ir Ew, = 0 G—1,2,-,n—Düf 

得 

n-+2 
frap Peize <c[[£)" + aio f y, Dedza, 

(6. 36) 


其 中 w(r) fA) (6. 15). 根据 第 四 章 引 理 3. 1 存在 常数 0 二 vy 志 1/2, 使 得 
Qn a rom yR, MF s = 1,2, ,nn a ee 我 们 有 


anita 
|... 1Dw,['dzde < cl £] | pwpazdz 
A r Q, OG) 


特别 地 r= VR, 对 于 5 = 1,2,…,n — 1, 我 们 得 到 
atita 
| " | Dw, |’d.rdi «c £| | " |Dw,|*dzdt. (6.37) 
Q, Xp Q 


R Ra Xo? 
CHASE 
; d e n+l4a 24 d 
D, v |'dxdt < c| | | D, t. 
js (X o? (t, DG, Za | E 25 R 2 | | = 


at X QD ICH 
(6. 38) 
由 第 二 章 定 理 3.2 的 附注 ， 


BX, pw) «Cp, woot Dol + Daul Weds. (6.39) 


EA AHR Ie Dv = Do 的 相应 估计 . 由 于 wv XE Qi CX 
上 几乎 处 处 满足 方程 (6. 19) ARANA A A. dd wo = 
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vers Eh) — eru) 我 们 知道 wir.) 满足 方程 


w, — D(a"(x,t)Dw) = 0, (6. 40) 
其 中 


1 I 
aan = f A (XurDo(z,t +h) + (1 — 1)Dolaz,t))dr. 
3 


注意 到 在 Zr bw=0, 56.3) -EREL,NTERO<p< 
R/4 可 得 


n+l+a 
| [Dw |?dzdt < c| £) | |Dw|'dzdz. (6.41) 
Q+(X ) R a+ 


0 MAS 
应 用 Poincaré 不 等 式 
| ,lwlidzdi< Cp? | .  |Dwl*dade 
Qt (x) ax) 


nt+l+a 
«cp | [Dw l?derde 
Qi 
Hi 7r f£ (6. 40), w(z,t) 满足 Caccioppoli 不 等 式 


fe q IDwl*dzde < CR >f,  Iwl’dzdı. 
Qi, Qt a 


R/2*0 


联合 上 面 两 式 我 们 得 到 
2 2 
| tido c| £ 


n+34a 
| _. |wl “dude. 


Q, OX) 
ERS A> 0, ERRARE 


at+3+e 
| Dol ande c E) |, Drl’dad. (6.42) 
at a Qt a 


H (6. 38), (6. 422 5 HE (6. 19) ,可 得 


e a+3+e 
®* Km) LCE) e Ro). 


然后 按 引 理 6.1 的 证 明 步 骤 可 以 得 到 本 引 理 的 结论 .证 毕 . 

最 后 我 们 还 有 两 类 含有 抛物 边界 的 邻 域 . 对 于 X, = (2,0), 考虑 
MX) = Bala) X (0,RO]， 另 一 类 是 对 于 X, = (2,,0,0), 其 中 x， 
= (zi, xi). FE Mg OG = Bg (x,,0 X (0,R?], 记 


p 
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$us psu) =| | Du |*dade, (6. 43) 
My 


Qi, pu) -| | Du |*ddt. (6. 44) 


n (X) 


引 理 6.3' Walz,t,p) 满足 结构 条 件 (5.3) 一 (5.6) 及 (6.1)，X。 
€ Quo» Ma (Xo) CQARER,SEDE VQ ENTES. DA 
3, AH ulo = 0. 则 对 于 任意 0 二 Pp 二 RZ R, RNA 


Di (X Ru) + BR, (6.45) 


| n+3+a 


Du Kr) SC | 2 


其 中 C,B 仅 依赖 于 n, T 及 结构 条 件 的 常数 . 
引 理 6.3" kalz, p) 满足 结构 条 件 (5. 3)(5. 6) C6. 1), X, 
€ la, =0) N (= 0}, E MEX) COR REDUE Vi (Qir) 是 
方程 (5.1) 的 弱 解 , 且 ul, -o= 0, ul = 0, W FER OPER 
Ry, RITE 
ee 
GH Xo pu) SC 的 @i(X,,R;u) + BR"^*", — (6.46) 
其 中 C,B 仅 依赖 于 nn,T 及 结构 条 件 的 常数 . 
这 两 个 引 理 我 们 留 给 读者 作为 练习 给 出 证 明 . 
定理 6.4 设 a(z,i,p) 满足 结构 条 件 (5.3) 一 (5.6) 及 (6.1) E 
VQ 满足 方程 (5. 1), 则 Du € Cv’ (Qty) A 
[Du ], q, <C, (6.47) 
HB CURE nT 及 结构 条 件 的 常数 . 
证 明 XF X, E Qir Wd = ri MX Mak 3,.7 的 距离 . 我们 
分 成 四 种 情况 : 
(1) 如 果 Ta Si IER QIX) CQzr, 应 用 引 理 6.1, 


R 
ATEBO<PERE > H 


at3 


+e 
PR.) SC £) (X, R;u) + BR”, 


由 第 四 章 引 理 3. 1 我 们 可 以 得 到 
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e| Xx, 


= 


u + Bee 


Ops) «C£ 


0 


(6. 48) 
R, R? 
(2) WR d< » 与 加 之 了 ， 对 于 任意 0 过 Pp 二 d, 由 于 Q(X0) E 
Qi 应 用 引 理 6.1 可 得 


2 十 3 十 w 
B(X,,P3u) S cl £) A + Bg" 


同样 利用 第 四 章 引 理 3.1, EE TEE » WE 
B(X spu) « c| £\ 2i "enda + Bd'****]. 


Y X, 2131 21 2; T 的 投影 为 Y, = = (x, 30, £5 ), MU 
D(X,,d;u) <CHt (Y,,2d jw). (6. 49) 
类 似 地 ,利用 引 理 6. 3, 


D* (Y,,2d;u) <c| 


a+2+2a 


d [Ø+ (Y, Roju) + BRI], 


R, 


(6. 50) 
IK (6.490 5 (6.50) MER 0< o x R, 我 们 得 到 


n+2+2a 


[OF (Y, Rou) + BRI], 


Ku) < C| E 
0 


(6.51) 
其 中 


n—] 
D(X,,p;u) = E d , (X Dul? + [Dye — O0, I*) dade. 


(3) MR d > R, 5 to < Ri. HX. QT, 的 投影 为 Za = (250), 
记 z= Vto. 首先 对 于 任意 0 二 p 声 7, 由 引 理 6.1, 我 们 有 


n+2+2a 
[BK 730) + Bv ^**7]. (6.52) 


DX, pu) «c[£ 
类 似 地 ,我 们 有 
ØX TU) < COL, 275), 
ERC RKF n. 应 用 引 理 6. 3’, 
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n+2+2« 


[@Bu 2,, Rou) + BRE. 


Di(Z, 2734) < 
0 


(6. 53) 

这 样 对 于 任意 2 E (0,R,) 可 得 
ew, CZ, ,Rosu) + BRI], 

(4) 如 果 d<R, 5j ex Ri. MEX TE E, WRB Po (2,00). 
X, 与 P, MERA 8,=max(d, Y to}, Rid ò — min (d A to ). 3X 
X T 0<e<6, 应 用 引 理 6. 1, 然 后 当 0, ox. 时 我 们 就 应 用 引 理 
6. 3 或 引 理 6. 2^ ,就 如 同上 面 的 情况 (2) 或 情况 (3). 最 后 当 0 <p<R, 
时 应 用 引 理 6. 3". 这 样 我 们 就 可 以 得 到 定理 的 结论 ， 

综合 定理 6. 2 的 内 估计 与 定理 6.4 的 边界 附近 的 估计 ,利用 边界 
局 部 展 平 的 方法 就 可 以 得 到 Da 的 全 局 C i ax BRR. 


OX, 0;u) «c| F 
0 
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在 第 七 章 我 们 介绍 了 Krylov-Safonov 估计 ,他 们 的 这 一 结果 葛 定 
了 研究 完全 非 线 性 方程 的 基础 . 在 得 此 结果 之 后 ,Krylov 又 比较 系统 
地 研究 了 抛物 型 完全 非 线 性 方程 的 古典 解 的 存在 性 ,他 的 方法 有 一 些 
独特 之 处 ,我 们 在 这 里 主要 采用 他 的 方法 来 介绍 和 讨论 在 自然 结构 条 
件 下 非 散 度 型 二 阶 完全 非 线性 抛物 型 方程 的 理论 . 当然 其 中 也 有 一 些 
是 我 们 补 上 的 结果 和 证 明 . 在 $11 中 关于 凝固 法 的 技巧 及 用 多 项 式 通 
近来 获得 Co? 的 估计 是 属于 Caffarelli 的 . 

设 QE n HERXIK Z8 [8] R" 的 有 界 开 区 域 , SH" 是 由 wn 阶 对 称 矩 阵 组 
成 的 空间 , F(z,i,z,p,r) 是 定义 于 =X OT XRXRXS’ 
上 的 函数 ,我 们 将 讨论 

u, — F(x,t,u,Du,D*u) = 0." (0.1) 
一 般 而 言 ORT BRA F RAE T BOE: 
(1) 存在 AZ A2 0, 使 得 对 于 任意 (z+,t,z,p,r) ET, 有 


alep < Eee «Ale, YEER, 


(2) F(x,t,2,P;r) 关于 变量 + 是 四 的 ， 
(3) F(z,t,x,p»r) 满足 自 然 结 构 条 件 . 以 后 我 们 在 每 小 节 给 出 H 
然 结 构 条 件 的 确切 叙述 . 
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在 研究 完全 非 线性 方程 的 C” 估计 时 Krylov 给 出 了 一 个 基本 引 
理 ,将 解 及 其 导数 的 Holder 模 估 计 的 不 同方 法 统一 到 这 个 引 理 . 

我 们 仍然 在 Rm 应 用 抛物 距离 ,对 于 xX 一 (2 sty) Y= (y sty) € 
R ,它们 的 抛物 距离 是 


d(X,Y) = max{max|z, — y,|, |tx —.ty |^). 
1<1<n 
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记 柱 体 
Qr = (z, ||| < RG = 1,2, nd, — R <t 0). 
(1. 1) 
在 Qs 上 考虑 线性 抛物 型 算 子 
Lv = v, — a” D, p + b'D,v, (1.2) 
并 假定 存在 常数 4 之 4> 0 使 得 对 于 任意 G0 € Q6 ERA 
MEP <a EE SALE’, (1.3) 
la? log 18 loo, SA (Gum 1,2102. (1.4) 
这 样 我 们 将 有 下 面 适用 于 各 阶 导数 Holder 模 估计 的 基本 引 理 ， 
基本 引 理 1. 1 HFEA R, E (0,1], Ku € Wie) N 
II m, S u & MU = 1,2, ND), (u) 满足 
Lu, < KC = 1,2, N), (1.5) 
其 中 工 , 是 形 如 (1. 2) 并 且 满 足 (1. 3), (1. 4) 的 抛物 型 算 子 . MKS E 
Cm, Mi], fi > 00 — 1,2,…,N), 且 存 在 a € (0,1),0 >0,K, > 
0 使 得 对 于 任意 X,Y € Qr A 


d(X,Y)\" = 
Kl R, | 28 2 Lf G O0) — filu YD], 


" 
— SAGX) — fu], 1.6) 
¿=1 
则 存在 8 € (0,a],C > 0 使 得 


N 8 N 
Y) osc < C| q) [RR +K, +1 + Poen] (1.7) 


i 


4 fa) =t U= 1,2, NON, HR IAR CAAF nN, ÀA, 
6 5j a24 FO) 为 一 般 函 数 时 , 则 8,C 除 上 述 量 外 还 要 依赖 于 六 在 
Lm,,M, ] B)E E PH, r] = max(f,0),1f]_= L— Pe; 

附注 4AE =10=1H, 40.0 HER 
as $400 一 510), 


Wie X SY, 则 可 得 


K, 
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N N a 
un — Sur |< xk, EA) | 
i=1 ¿=1 0 


也 就 是 说 这 时 条 件 (1.6)( 当 8 = 1 时 ) 等 价 于 和 函数 D, u(x,t) 是 


Holder 连续 的 . 

为 证 明 这 个 基本 引 理 1. 1, 我 们 需要 下 面 两 个 辅助 引 理 ， 

引 理 1.2 设 w(p)G = 1,2, N) 是 定义 于 (0,0) 的 非 负 非 减 
函数 ,对 于 每 一 个 CE (0,po/2) 存在 指标 集 ACP) C 0,2, N} (可 
以 是 空 集 ) 使 得 o Co) 满足 以 下 性 质 : 对 于 任意 p € (0,9/2), 


S wY >) @, (2p) «e| £| ; (1.8) 
(€ A(p) ¡E ACP) Po 

Y up <C,| Y ezo) + (£) 1 (1.9) 
(& AC) € ACp) Po 


其 中 7Y€ (0,1),4 € (0,1),C, >0,C, > 0 BRR. WE 8 € (0,2 ], 
C, > 0, 使 得 对 于 任意 Pp € (0,0) 有 


N E N 
de, (p) <c/£) (Sep) +1), (1.10) 
r=] 0 ?一 】 

FEHB, C; 仅 依赖 于 N CoCa, 


N 
Nu p = >) ap) +0 >) wp) 
z=] 1 


€ ACP) &A(p) 
+ (1-0) 0,0), 
2G Alp) 
应 用 条 件 (1. 9) 与 (1. 10) ,我 们 得 到 
N 
Sens QO- Co) >) a (2p) 
¿=] 


rE Alp) 


+ (1-0) @,(20) 十 (Ce 十 sc)| £) l 


ı& Alp) 


现在 取 o 使 得 7 十 Cio = 1-0, Mo = > 0, MM 
1 


N N a 
Nu (0) < A — 2) Pep) + (Cy + sco) 
=] ?一 1 

后 直接 应 用 第 六 章 引 理 4. 1 ,立即 可 得 (1. 10). 
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下 面 我 们 记 
Qi = Qr N (t <— R'/2). (1.11) 
引 理 1.3 Eve WLY NCQA), ER LE Lv <0, B 
AVS up BE (0,1) 有 


meas { (x,t) € & lv(x,0 <k} > BIQ |, 


WWE Y E (0,D 使 得 
sup vCGr,£) xi (1 — DA + Y sup 9 


R/2 


HB Y (MLAB nà, A,B. 
此 引 理 是 第 六 章 引 理 3. 7 的 推论 ， 
基本 引 理 1. 1 的 证 明 不 妨 设 
Lu, SO U =1,2,*"*",N), (1. 12) 
否则 可 以 用 ww 一 Kye RF uu. 此 外 可 设 P — t1), N), 否则 
只 需 在 (1. 6) 中 应 用 中 值 公式 ,适当 改变 $ 与 K, 即 可 . 
ii 
M,(R) = 22 uyCr,t), m (R) = 2 u(x,t), 


wR) = MR) — RO (1.13) 
T=% N [uo <a— om È] +em/=) ), 
BP e EERDER. 又 记 指标 集 
iW iris 101), 


(1. 14) 


ye]. 
我 们 将 应 用 引 理 1. 2. eier 


IP; > 1051. 
由 引 理 1.3 We: V 1€ A, 
m(2)< a-nla- Ml R| + em, 
整理 后 得 


R| ]+ rm, 
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0 


rm = | e Pa È R) <YM(R), VIE A. 
注意 到 m,CR/2) > mR), WA 
R 
"E E riu 5e» Vi€ A. 
因此 引 理 1. 2 的 条 件 (1. 8) 成 立 . 现在 要 证 明 条 件 (1. 9) 也 成 立 . 由 指标 
集 B 的 定义 ,我 们 可 以 知道 (RD LE =H, 则 存在 X。 
E QN). B 
LEB 
u(X,.) 2d 一 oM| R) + em, R) ， LEB. (1.15) 


固定 s€ B, 取 X, € Qu, f u,(X,) = m È i 由 条 件 (1. OCSE) 


=t), RNA 
| Solu, X) — u (X1. 
: (1.16) 
= pene ) - u(X)].. 
现在 分 别 估计 不 等 式 右 端 的 两 项 首先 ， B.155 X, MEX, 
4X) — «X0 2 — 9M R) y em,| R) = m,| E) 


ee dul E). (1.17) 
HRK, H Yh EBER RITA 
soo «a sa — oma) em] e 


之 一 eco R| ; (1.18) 
当 YLEA4 时 ,显然 有 
u,(X,) — u,(X,) >— wlR). (1.19) 
将 估计 (1.17),(1.18),(1.19? 代 入 (1.16), 则 得 


> êa 一 60, R) — 5] 一 Sie Q). 


IEA 


Ko 


ts € B 求 和 得 到 
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R a 
NK, ra >ô — oda R = N Da R| E NYaR). 


He 充分 小 ,使 得 6(1 一 e) 一 EN > 0/2, 我 们 得 到 
R\ 2N DR 
Ye 2 |< To NK, | : 


这 正 是 条 件 (1.9), 应 用 引 理 1. 2 立即 可 得 我 们 所 要 的 结果 . 


$2 RR 


HQ, = 2X (0,T],2, = Qr N (0,27 = 90 x (0,T],0,Q7 K 
zs Qr 的 抛物 边界 , 即 2,0, = (00 x (0,7]} UN. Rid 


dy = dist{X,,Qr}, dy = min{dy,dy}. (2.1) 

我 们 将 考虑 以 下 二 阶 完 全 非 线 性 抛物 型 方程 
u, — F(z,t,u,Du,D’u) = 0. (2. 2) 
ul, = Hz), uls, = glas). (2,3) 


假设 F(z,t,z,p,r) 满足 以 下 结构 条 件 : 
(Fl) FE Az AT 0 使 得 对 于 任意 (at zp ro ET, EC RA 
有 


oF 2 ! 
Or ce < Alé|?; 


y 


ES 
(F2) 对 于 任意 (x,t,z) € OX (0,T] x R, 有 
SE (st 2 4040) 4» 
IF(z,:,0,0,0) | < P». 
AT F 的 光滑 性 我 们 将 不 仔细 描述 ,例如 可 设 下 二 次 连续 可 微 . 
定理 2.1 hue CQ) NC OQ, 是 方程 (2.2) EQ, 上 的 解 ， 
H Luhao, < © NE F 满足 结构 条 件 (FD, F2), W 


sa def 
Lu loo, < eft! (ft + Lu Joao, pe Ky 


证 明 我 们 可 把 方程 (2. 2) 写 成 如 下 形式 ， 
u, — a D u + b'D,u + cu = F(x,t,0,0,0), 
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其 中 
1 
a” (x,t) =| oF (x,t,u,Du,tD*u)dr, 
0 or, 


1 


e (x,t,u,tDu,0)dr, 


b Gt) = | 
o 95. 


1 


c(z,t) = 一 | = (x,t,tu,0,0)dr. 
0 


由 极 值 原理 不 难得 到 所 要 的 结果 . 证 毕 . 

为 了 得 到 解 及 其 一 、 二 阶 导 数 的 Holder 模 估 计 , 并 使 其 适用 于 有 具 
有 自然 结构 条 件 的 方程 ,我 们 给 出 下 面 的 引 理 ， 

引 理 2.2 Mu € Wi (Qu) C= 5,2, N), BG = 1,240 0) 


是 定义 于 Qr 上 的 函数 ,它们 满足 


N 
Lu, — 8 Da | <K(1+ Y [Du] (0<a<D, (2.4 
A=1 


n N 
N le 1?<K(1+ DD), (2. 5) 
r=1 [=1 


其 中 Lu = u, 一 "Du 是 满足 (1. 3),(1.4) 的 抛物 型 算 子 , 则 存在 8 € 
(0,1),C > 0 使 得 


a 


Yee cz) gent » VO<R<R, 
(2. 6) 
其 中 8, C 仅 依赖 于 n. N A Aves K 与 mex Du], 这 里 与 下 面 都 用 了 
求 和 约定 . 
证 明 


d 


v= exp (Y >) Cu, — q?) ; 
i 
其 中 ”是 待定 常数 , 9% 是 参数 . 容易 计算 
Lv= 2Yv(u, — qYLu, — 2¥%va"D,u,D u, 
一 4Yva” (u, — q) Dulu, 一 q,)D,u,. 
由 条 件 (1. 3), O. 4) DUI 
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Lv <v| — 247 >) (Ou) = 4724 [Cu = q) Du) 
da 1 


+ 27lw — ed lg Dil +Klı+ © Dul) ]]. 
应 用 Cauchy 不 等 式 并 注意 条 件 (2. 5) 可 得 
Lv <u — 21 9 | Du, |? — 477A > Lu, — q)D,u,] 


+ YA» LG — q)Du,) + + > lg |’ 
+ eA» |Du,|? + cr], 
i 


其 中 C, 还 依赖 于 n,N,K,a,q; E maxLu; Jo. 现在 取 7 = K/%, e=A, 


ME 
Lv < Cv, (2.7) 
这 里 C 依赖 于 n,N,A,A,K,a 5 max[w, ],. 


RE N > 2, HE Qr E 
N 
dart) = 0, (2. 8) 


Ung, U; (R= 1,2,°,N). 


现在 定义 
v, = exp (2 Cu i ayi), s= 1,2,'",N, (2.9) 
其 中 
一 [uh +, LAs, 
dis = = 
— lub- 7> i=s, 


m 为 待定 常数 . 现在 我 们 于 基本 引 理 1. 1 中 取 Sa) = logt, 容易 计算 
¡— 85 logv, (X) — logy, (Y) ], — >} logo. CX) — logv,CY) ]_ 


S76 » (n + Ola KR) — 4,07, C Sila) — 4 01, 


lAs 


— Y Siml (X) — u, (Y) ]- — CY Y pu OD — u NM]. 


lAs 
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整理 后 得 
N 
I <Y[(m + 0)8 + CN + CNI [uj (X) — 4,0], 
t=} 


N 
~ ¥(m — CN) > [u(X) — 4 7. 
t=1 


首先 取 m 充分 大 ,然后 取 9 充分 小 使 得 


m>3CN, m > 2N(4max[u,l, + 1), 
(2.10) 
(m+C)é+éCN<cn, 


则 有 
N 
I< DEN 2 uX) — u(Y)], — [O0 — 4 M7.) 


< ON 0.00 — u(Y)). 
注意 到 (2. 8), 我 们 有 
I « 0. 
此 式 与 估计 (2.7) 说 明基 本 引 理 1.1 的 条 件 (1.5),(1.6) 都 满足 ,于 是 
ee (0,1),C>0, 使 得 


N 


Y eeu cle} [>> gut], VRE (0,R,); 
于 是 对 于 = 1, 2,7 N, 
RYL 
BEER «c£ | > = u, + 1) , YRECOR), 
由 此 我 们 有 
R N 
2 2 iX 
Beh =. qa) 7 > Se EE Qir) «c| EJ 2, Dig + 1), 
ER ¢, 的 定义 (2.9), 对 于 任意 R € (0,R,)， 


m a= q.) — (4 max [u,], + D» ose u, 


i-i QR 


«d£ JP +1), 


s=] 


对 s 求 和 后 得 到 对 于 任意 R E (0,Ro)， 有 
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[m — N(4 max, |, + DIS osc TESI | f Dos OSC u, + i 
由 m PORC. 100 , SET 4£E3£ RE (0,R),# 
m< R\’ = 
22 oe u, «cz | 2: er u + 1) t 
引 理 证 毕 
现在 我 们 进一步 要 求 F Grut. por) 满足 以 下 结构 条 件 : 
(F3) 对 于 G,t,2,22€ OX (0,7]xX [— K,’ K, ] X R, 
IF(z,t,z,p,0) | x ud + lp15. 
定理 2.3 Wu AEC. DE Qr 的 解 , 且 Lede < Kos MRF 


满足 结构 条 件 (F1)、(F3), 则 存在 8E (0,1),Cs 之 0 使 得 如 果 Qu (Xo) 
Es Or; qj 


osc us Cal 
Q,OQ 


其 中 B,C, 仅 依赖 于 NÀ, À, lz K 
证 明 方程 (2.2) 可 写成 
u, — a Du — F(z,t,u,Du,0) = 0, 


其 中 
1 
a" (x,t) =| SE (zt us Dus rD'u)dr. 
0 1j 
我 们 令 
= FGt,u,Du,0)p 
g 1+ | Du |? uo 


则 方程 (2. 2) 可 写成 


c a"D,u E g' Du z F(x,t,u,Du,0) 


G 十 |Du|”) 
HH g 满足 


NE) Dl 
:=] 
由 引 理 2.2 存在 8 € (0,1),C > 0, 使 得 
Ose, ux c[& Mi gest], VRE (0,R,). 
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这 就 是 我 们 所 要 的 . 
$3 5C"”” 模 的 全 局 估计 


在 前 一 节 我 们 已 建立 了 C”"“ 模 的 内 估计 ,这 里 要 建立 边界 附近 的 
估计 ,主要 是 应 用 闻 函 数 方法 . 

为 了 将 来 扩充 变量 的 方便 ,我 们 不 用 圆柱 体 ,而 代 之 以 正方 柱 体 . 
记 
(x,t)| lx,| <Rya=1,2,*"",»n— 1, 

0<z,<2R, 0<t<h, (3.1) 

Qro= Qu, N {t= 0), Zen = Qu N (x, = 0). 

仍然 记 满 足 (1. 3) 的 抛物 型 算 子 


Rh 


Lu = a" 一 a” Du. (3.2) 
51 3.1 i u E CQ, NCAR RASID HEQ, 上 满足 
Lu S gQ + |Du|?), u<l, (3. 3) 
则 存在 C 之 1 使 得 
(1) 如 果 在 Spi U Qro Eux 0, 则 
ur, <, OKT, SR; (3.4) 


(2) MRM Ze, Eu <0, N 


u(0,2,,h) S 0<x, < min (R,h 7), (3.5) 


ao O 
min(R,A12y” 
(3) 如 果 仅 在 Qro Eu < 0, N 
u(0,R,t) <C Gas 
EF C 仅 依赖 于 nA, A, 

WE 8A (1) iux = (0,--:,0, — R’), d= Es i d —R, FE Qe, 


EZ FE 8T ER C 
Z(x,t) = p(d) = liog[14 x(£]], (3. 7) 
其 中 v,K 为 待定 常数 . 容易 验证 Y =— Ww’. 方程 (3. 3) 可 写成 


O<t<h, (3. 6) 
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Lu = g(1-c |Du|D, gsu 


然后 记 
Lu = Lu — g|Du|’. (3. 8) 
计算 之 后 可 得 
EC EC 
LIZ quy x, zer x,) 
Iz—z| 
= alld! 9, |x -一 x |? m Cr, EE, bes 2) u CDS 
la — x | 
>- dp” — am —Dy 一 u(q y. 
我 们 将 使 少 满 足 
/ Aln 一 
多 > max Rr d » AS Ap, (3. 9) 
则 有 
LZ >— M'-— u’ > tee Lu. (3. 10) 
考虑 区 域 


N,= {0<d< dR} Xx (A) N Ras 
其 中 $ 是 待定 的 小 于 1 的 正常 数 .在 9,Ns N Ux, U Qro) E 
Zix,)z0zeuG,t). 
MRR 6 使 得 
(GR) => 1, (311) 
则 在 9,N; N Qe, E 
Z Gr,t) = POR) >1>u(x,t). 
由 极 值 原理 , 则 有 
u(x,t) << Z(2,t), Y (r,t) EN 


特别 地 , 当 0 < z, SORA, 


u(O, rz, h) ZO, z, h) = v ‘log 


1 Ex 

TCR 
Kz, 

^ yuRC 


Auk AT SET e MERA 9) 03.11), BE N, 上 
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A(n — 1) | 
g > max [A vl fs 
weg (3.12) 
pR) >1. 


注意 到 当 K6 之 1 时 , Y (d) > Y (8R) > UR)”, 我们 只 需 取 
y= max [42,1], 
Ké=e'—1, 
3 = [2 max | 
当 SR <S q, < RM BAKE PIS, gees 3) 
u(0,r, sh) X 
(2) FS {DL He LP] Be RL 
Z,(x,t) = ola 4 


函数 少 定义 于 (3. 7). 类 似 的 计算 要 求 少 满足 
/ [e = 1) OR 1}, 
J' > max — 2uR ^" Oph’ 


2 Da 


<k 


ô (À PE), 


We, (3.13) 
POR) >1. 
这 只 需 取 
y= max | 4#,1}, 
Kô = e — 1, (3.14) 
= A(n — 1) ER. = 
ô = [4 max (Au SR, ] 
为 使 最 后 一 式 满足 ,可 取 
24 A 
¿mi A : (3.15) 


对 于 这 样 选取 的 参数 , 当 0 <x, <Omin{R,V A} « óR Bf, 
Kz, 
1+ | 


u(0, x, AS Z (0, x, ,À) = Tlog 
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T Koz, =: C : 
BEL 7: min (R,A/ A } T 
类 似 地 , 当 dmin{R,Vh } <a, < min(RA/ À ) BLE LAY. 


CB (PE 


Dede GR = Ry ie Pe cH, (3. 16) 
其 中 x = n. E. qu 计算 后 得 
1 
v2, = BC ~ 2a, ~ Sala! - 82,8 + RD]. G17) 
RC 充分 大 可 使 


LL, 之 Lu. 
容易 验算 在 Qu 的 抛物 边界 上 Zu Gu) > u 2,0), 由 极 值 原理 ,在 Qs 
E 
Z,(z,t) >u(x,t), 
特别 地 , 取 r, = Rz = 0, 则 有 所 要 的 估计 ， 
引 理 3.2 wu E CO, ) NCQ D. 对 于 某 一 a € (0,1), 
lwloo,, « K,« oo, Lulas, uo, , & K. < 00, (3.18) 


旦 满足 
Lu X pd + |De\*), (2,0 E Qr» (3.19) 
ju 
d) 在 Qir 上 
u(x,t) — u ,0,0 SCIA + Ka); (3. 20) 
(2) FEQ E 
tite 


u(x st) ~ ue,0) < Cea max 1, |+ a (3.21) 


T 


Hh CRF nA, T a, Ko. 
证 明 O) HEX, = (zt E Qr RRK1,h=min{R’,2"}. 对 
FX, = (2'°,0,0° — h), 在 长 方 柱 体 X, + Qué 上 考虑 辅助 函数 


Wi gx Dun — u(X,) — (nR? + AY"K,]. (3.22) 
0 
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容易 验证 在 和 + Qu 上 (不 妨 设 天 。 之 1 ) 
LW < 2uK,[1 + | DW |?]. 
然后 以 2pK。 代替 引 理 3. 1 的 ns. 确定 相应 的 6. 下 面 分 两 种 情况 : 
情况 1 2>RKEXRNA 
W(z,t) Ix, oe < 0. 


由 引 理 3. 1 的 结论 (2) 我 们 有 


x I 
Wi ot EC 
min (^/ h ,R} OR 
情况 2 CLR. ERE 
Wr Dx 1 + pp US) S 0. 
同样 由 引 理 3. 1 的 结论 (1) ,我 们 有 
Wir rt) KO, 0<xÍ<R. 


R , 
这 样 对 于 上 述 两 种 情况 ,我 们 都 有 
Tit) — u(r’, 00) S E <n + RK.) ， 


ula” 


REAM PER OR <1 ABR RAT TS O < r, < 1/4 取 
R= a 则 有 


ux! m, t) — ur ,0,t) < Crs(] +K? 0<zx, 


< 1/4, 
DEN = (x 一 REQ. REG AS 1) WE 


X, T Qe h = ar 


AP 


wea) = zk Le — u(zx*^,0) — (2 n RYK,]. 
应 用 引 理 3. 1 的 结论 (3), 则 有 


wlr’, t) LSC rz 


=- 
Ru 


ula’, t) — u(x^,0) < c| a + RK, : 
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Pte 


ms (Fat) R=, qu 


ulr’, t) — uta”,0) < Cre] + K); 
y èta 


mee > [La] ‚m 


y t 2K, ir. 
u(x,t) — uta 0) x 2K, < EM E 
Cyn 
Er 
< 8K 24a i 
"o d Crt)? 


综合 上 面 两 个 结果 ,结论 (2) 得 证 . 
现在 在 Q,, 上 考虑 完全 非 线性 抛物 型 方程 (2. 2). 
定理 3.3 iu € CQQ,, N CC (9, 是 方程 (2.2) 的 解 且 
Lu Joe, , SKos (elas, ya, , SKa (0<a<1), 


Fíz,t,2,p,r) 满足 结构 条 件 (F1),(F3), 则 存在 8 E (0,e],C > 0 fi 
得 
Llao, 1+ K,). (3. 23) 


其 中 C BRICHT n à, A, tse, T EK 
WEB] OM FLERE Xert) Y.T) € Qj， 由 内 估计 ,存在 8, € 
(0,1),C > 0 使 得 
l B, 
lu(z,t) — uly,r)| «c| £P 
XY 


C (3. 24) 


NAAA ge rat 

其 中 dX VO 表示 抛物 距离 , dx = dist{X,0,Q,,}. 不 妨 设 d(X,Y) 
< 1/2 下 面 分 两 种 情况 : 

情况 1 maxi, y) <2 OCGY 298, 由 于 方程 (2.2) 可 写成 

Lu =u, — a"D,u = F(x,t,u,Du,0), (3. 25) 


(d CX,Y))^, 


其 中 


és 


- 1 OF 3 
a? = | ———rguanDurD udt, 
o Or,, 
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于 是 
L(+ u) S (40 + |Du|?). 
则 由 引 理 3. 2 可 得 


lu(z,t) — u(x ,0,t)| < Cat TK, 
< 


lu(y,7) — u(y’ ,0,7) | CyT q + K,), 
于 是 
lutx,t) — uCy,0] 
< lutx,t) — u(x' ,0,0]| 
+ uy, — u(y',0,7) | 
+ lulz ,0,t) — u(y' ,0,D) | 


a(2—a) 
< 4C(d CX , Y ))?9*0039(1 + K) + Kd(X,Y) 
a(2--2) 
« CQ 4- KO(d (X, Ny HUFS, 


情况 2 min(z,.y,) > (A(X, Y)) 89, 此 时 又 分 两 种 情况 ， 
(a) miní2,7) > d(X,Y), 则 由 内 估计 (3.24) 有 

|uCz,£) 一 zz <C(d(X Y), (3. 26) 
(b) max (£,7) < 24 (X ,Y) , 由 引 理 3. 2 结论 (2) 


e. K.) 
X 


lulz,t) — u(x,0 | Cf: ma, 


< C[4(X, Y) a + K.. 
同 理 可 估计 |x(y,r) 一 uly,0) |, 这 样 我 们 有 
lulz,t) — uly,r)| 
< |u(z,t) — ux! ,0,t) | 
+ duty, — uCy' ,0,7)| 
+ lulz ,0,£) == uly ,0,7) | 
< 4C(d(X ,Y)) 899999 + K) + K,d(X,Y)*. (3.27) 
以 上 包括 了 可 能 发 生 的 情况 . 例如 同时 满足 


TEM BR 
max(z,,y,) > 2(d (X ,Y))?€*9 5j min(z,,y,) < (d(X,Y))22+ 
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是 不 可 能 发 生 的 . 综合 上 述 结果 定理 得 证 . 

定理 3.4 设 w 是 方程 (2.2) 在 Qr — 2 x (0,7] EN, Hu € 
C(Q,) N EOI 

Lu ).o, < K,» LIS «CK, (0<a<l); 
Mik F(x,t,z, por) 满足 结构 条 件 (F1),(F3), one C'^, 则 存在 0 二 
B<a, C> 05% 
[4 ]go, SEN + Ko)», 

其 中 C,ß 仅 依赖 于 nsAsA, pa, T 与 K,. 

定理 的 证 明 与 通常 的 方法 一 样 ,对 于 边界 局 部 展 平 ,然后 应 用 定理 
8. 3. 


$4 一 阶 微 商 的 估计 
首先 我 们 注意 到 事实 上 在 上 节 已 蕴含 了 解 的 微 商 Dou 的 边界 估 
it. 


定理 4.1 Hx E€ C(QQ, D 0 C^ (Q.D 是 方程 (2.2) 在 Q,r 上 的 
解 ， Lu lo, . < K, H 


zxjz — 0; u |o eG). (4.1) 
Mik Fíx,t,z,p,r) 满足 结构 条 件 (F1),(F3) , 则 
2 <C, (4. 2) 
ag 


其 中 C > 1 (RRIF 2,4,4,4 Ko lPlı. 

证 明 由 于 zx 满足 (3. 25), 5 9| Z8 3. 1 结论 (1) 的 证 明 完 全 类 似 
( 仅 有 微小 的 差别 ) 可 得 

cw. RCr, (Tt) € Kirs 

由 此 立即 可 得 (4. 2). 证 毕 , 

为 了 得 到 Du 的 全 局 估计 我 们 需要 进一步 假定 满足 结构 条 件 : 

(F4) 对 于 任意 (z,t,z pir) E QX (0,T] X [— K,,K,] x R" X 
SA 

(+ leDIF,| + LE, + a+ IBD 7 EL + IF] + IF, 
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<a + lel? + Ir). 


附注 ”如果 仅仅 为 了 得 到 [Daul 的 估计 ,事实 上 不 必要 求 F 满 
足 上 述 条 件 . 

在 本 节 ,我 们 将 以 Qu ARAR { (x,t) | Ex | LR, — R0). 

定理 4.2 dtu € C(QQ (1 C" (QD 是 方程 (2.2) 在 Qr 上 的 解 ， 
[udo.o, SKos Luho, SK.(0<a<1), Dw € Cr N C" Or), X 
EF ie PARE 1), CFS), Ml 

[Du ja <K,, (4.3) 
其 中 K, 仅 依赖 于 ,4,A,p ,Ko,K,,a,T ,diam0. 

证 明 ”我 们 将 用 改进 的 Bernstein 估计 方法 ， 

WM= sup DR » 必 存 在 点 XoE Qr 使 得 [D.uCX)| =M, 不 妨 
RM1. RX, 在 抛物 边界 3,Qr 上 ,由 定理 4.1, 立 即 可 得 1D,x| 
的 先 验 估计 . MERK, E Qr 考虑 XAR QUA) = X,+ Qe, 其 
中 R= 1/M. WQX) 的 截断 函数 66,0 , BB 27,0 在 Qn(CX。) 的 
抛物 边界 附近 为 0, 此 外 它 还 满足 (注意 到 R = 1/M ) 

W(X.) =1, Ox»G,0xl, 

IDals<CM, |Da| SCM, |D) <CM', 
其 中 C 只 依赖 于 2” WEER N XO 上 考虑 辅助 函数 

wG,t) = Y |Du|* + NM’ (u(z,t) — u(X,))’, (4.5) 
其 中 N 是 待定 正常 数 . 设 wirt) 在 某 点 X, EQ N QOO 上 达到 
最 大 值 . | 

WR X, € 9,(QQ N ReX), M 
M = w(X,) <w(X,) 
< |Du(X,)| + NM (u(X,) — u(X,))*. 
注意 到 假定 Luno, SKa 由 上 式 可 得 
M < Sup |Du|* + NKM”, 


(4. 4) 


(4. 6) 


由 此 立即 得 到 
M’ < Cl sup |Du |? + NY), (4.7) 
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如 果 X, € Qr N 8,9.) . JU 
M <S NKM”, 
于 是 在 这 种 情况 下 也 有 
M< (NK yo. 
现在 设 X, € Qr) RA) 考虑 抛物 型 算 子 
oF oF 


Lw = w, 一 ae 一 Bp De (4. 8) 
旦 注意 运算 公式 
L(uv) = uLv + vLu — 2 S DuDy, 
则 在 X, 点 上 


0< Lw = |Dul'LGP) + PLCDu|*) — 2 SED, PD, Duld 
1 


Or 


+ 2N(u(X,) — u(X,))M*Lu — 2NM! 3 


容易 计算 


DuD u. (4.9) 


J 
2 oF 
LC | Du | ) = 2D,uL(D,u) I 2 ay PuuD u. 
y 
注意 到 (4. 4) 与 结构 条 件 (F1), 则 在 X, 点 上 
0 x; Lw <— 2ANM'|Du|* — 2A |D'u|* + C|Du|?|L7’)| 
+ C»|Du|ILCO,oO| + CM' |D'u| + CNK,M" * |Lu|, 
E 
其 中 C 只 依赖 于 n,4,4,p. 应 用 结构 条 件 (F4) 与 (4.4) 我 们 有 
|Du|?|Ly?| :CCM* + M’|D*u!), 
> Du | LOO | € X) [Du] |F .Dju + F, | 
k k 


<C(M' + M’|D’u)), 


oF OF 
ILu| = ju, onus 9, Hu 
= E 一 F D u — 5, Da CM + |D’u|). 
1j I 


将 以 上 各 项 代入 (4. 9) UGE X 点 上 有 
0 <— 2NAM’|Du| — 247° |D’u |? 
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+ COM* + M’|D’u|) + CNM* "(KP + |D’u|). 
应 用 Cauchy 不 等 式 可 得 在 X, 上 
> ‘4 2 4—2a 
EM + CNM" + M ” , 
7 7] 
不 等 式 两 边 同 乘 以 7 (QUNM), Wig X, 点 上 


7 |Du|* x <M + CNM. 


不 等 式 两 边 同 加 上 NM (a (X,) — uX), 并 注意 到 (4. 6) ,我 们 得 到 


C 
N 
适当 地 取 N 足够 大 ,就 可 得 到 M 的 界 . 


0 <— 2ANM’|Du|’ + 


M? x; CM! 十 CNA 
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8 4 我 们 已 建立 了 Du 的 最 大 模 估计 ,因此 可 以 简化 Fer trz, por) 
的 结构 条 件 的 形式 . 我 们 将 结构 条 件 (F4) 写 成 如 下 形式 ， 

(F4) 对 于 任意 Hz, pr) € Q X (0,T] X (— KaK) X 
(— KK)" XS", A 

IPL [EL + EE HE IET E S EO + Inl 
附注 从 下 面 的 证 明 来 看 ,关于 到 的 增长 条 件 可 放宽 为 
E| S 44 a + [rl 

我 们 首先 建立 Du 的 Holder 模 内 估计 . HEE $ 2 ep TE 
备 ,因此 所 要 的 估计 水 到 嵌 成 ， 

定理 5.1 Bue CONCA 是 方程 (2.2) 在 Q 上 的 解 ， 
H Dw € CCQO N C^ (QD , D], SKos [Dt doo, SK, Rik F ii 
足 结 构 条 件 (Fl),(F4), 则 存在 8E (0,1),C > 0, 使 得 对 于 任意 
Qe CX) CQ, E 
osc pu<c| E)! osc Du 4-1], YO<RER,, (5.1) 

0 Qu Xo 


Q(X) 
其 中 B,C 依赖 r MASA p, , Ky, K, NS e 
证 明 令 U, zzi D,u. 记 
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oF 


Lyw = = UY, — or w, 
方程 (2.2) 关 于 2x 微 商 后 得 
or oF OF 
Int — 35 Dt 5 a” ar 
现在 记 g, = 57. 由 结构 条 件 (F4) .有 


TR 
| Lov, = £,D,v, | «ecl ] T pi | Dv, | | (k = 1,2, "ın), 
k— 1 


Der SC(1 + 21Dw1*). 

由 引 理 2.2, 立即 得 到 所 要 的 结论 ， un. 

为 了 得 到 Du 在 边界 附近 的 Holder 模 估计 ,我 们 需要 绕 一 
先 建立 Du 的 全 局 估计 . 

定理 5.2 Bue CQ) n CQ 是 第 一 初 边 值 问题 (2. 1)， 
(2.2).(2.3) 的 解 , 且 le], S Kos [Dal <K Mi F PEL RE 
(F1).(F4), DÉ PE C), 边 值 & € Ca), Wi 

Lu, loo, S Ki; (5. 2) 


其 中 常数 K, > 0 只 依赖 nA AS Kk ot. lel, Jg loai 
证 明 在 Q, EA RAB) es EL 


w =U, + Ni Duj*, (5. 3) 
其 中 N > 0 EHR. 记 抛 物 型 外 子 
OF OF 
Lv = v, — or Dy ap Es 

2 i 

"EP ,oh 

st, = J4 a’ 

au : | OF oF 
L(|Du|") =— 2 o PauDus + 2D,u Be -D,u t3 as 


Or, 
应 用 结构 笨 件 (F1),(F4) 可 得 

Lw SCA + |D’u|) laf + Cd + Dult) 
— AN |D’u|’ + CNC + Da). 
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选取 N 足够 大 ,可 使 在 Qz A 
Lw <C. 
现在 讨论 w 在 抛物 边界 9,0, 的 界 .在 xX (0) 上 利用 方程 (2. 2) 有 
lu, Gr,0) | < |F(z,0,9,Do, DA| SC. 
在 30 x (0,T] 上 注意 上 是 切 方向 ,我 们 有 
la| = lg, | <C, Y (zt) € 3N x [oT]. 
这 样 ,应 用 极 值 原理 (可 用 于 w 一 Ce ) 可 得 到 ww 的 上 界 , 因 而 也 有 在 
Qr HER. 再 考虑 辅助 函数 ww =— a, 十 NN|Du|? 可 得 ww PRA. 
定理 证 毕 . 
现在 我 们 回 过 来 讨论 Da 在 边界 附近 的 Holder 模 的 估计 ,与 83 
一 样 我 们 将 在 带 有 部 分 平 边 界 的 典型 区 域 Q, - 上 讨论 . 由 于 我 们 已 经 
建立 了 u 的 全 局 估计 ,因此 我 们 不 妨 可 设 
Let, do.a, , < Kr. (5. 4) 
首先 我 们 将 建立 [Div], , 的 估计 . 
定理 5.3 设 xEC…(Qr) 是 方程 (2. 2) 的 解 , 且 Du E CQ), 
Lu oso, .. <XKo» LD.u 10.0, ， <K, [ujow, p S Kr, 满足 边 条 件 u is = 
0. 又 设 满足 结构 条 件 (F1),(F4), 则 
|Di«|s | «C, (5. 5) 


其 中 C 仅 依 赖 于 n,A,A,, K, »K, ¿KT [Dit doo ,， 
WEB] 由 边 条 件 ,我 们 知道 


Ou zu 
Orr, S = 0 (157 = 1,2, ",n—]), 
2T 
我 们 将 估计 
y . 
3z3az， G = 1,2,""",2 aoe 1). 


Ar 
XPTPA-—1,2,",n—1,.4 
n—1 
w, (x,t) = Durst) + >) (Dula, t). 
:=1 
记 抛 物 型 算 子 
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Lov = v, — 3, Dus? 


由 结构 条 件 (F4) 
CAD SE Du 


P. 
由 方程 (2. 2) 我 们 可 解 出 


D, 4 一 一 de by a Dut S c Es ,u,Du,0)], 


4 a DA (Am) 


x CO + Dal). (5. 6) 


(5.7) 
其 中 
1 
a1 = | 2 Gr,t,u,Du,rD'u)dr. 


由 定理 的 假定 我 们 有 
Daul <C[1+ © Inl]. 
(1,27 (ayn) 


RAG. 6) 的 右 端 ,对 于 h-—1,2,7,4—1 可 得 
<chh+ » ID] 6.8) 


(1 J) Æ (n,n) 


Ly (D,u) = 5p Pas 


于 是 对 于 上 4 = ],",n 一 1, 有 
Liw, 一 o pa 


Op, 
- [1 Dia): AE 
n-1 OF n—] OF 
十 22 Du L,D,u) 一 Op, A-D,u|— 22, a UD 
«c(i- Y 1Dyel)-22 $ ID. 


QG, pinn) (4,1 On) 


应 用 结 吉 构 条 件 (F4) 与 Cauchy 不 等 式 ,对 于 h = lyn — l, 我 们 有 
Low<Cl1+ >> Dul) G+ [DeD -2A >> ID 


(1, Can) (SPEI IT) 
« CQ + |Dw, |^). (5. 9) 
由 定理 4. 1, 20% [Diwjoo,, < oo, WU 
WX) SCx,, (r,t) E Qir» 
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其 中 CC 依赖 于 [Dula HRM, LAMA 
Ow), 
Ox 


如 | = 
4,79 


x C, V (x',0,t) € Xy 


iXX A SG 
D,u|; SC Vh1,2,-,n — 1. 
TE w, 的 定义 中 ,以 一 D,u RE D,u, 可 得 
|Dutlos <C, VYh=1,2,-,n— 1. 
再 由 (5.7), 则 有 
| Dnt loz, y « C. 
ME C5. 5) 得 证 . VE. 
利用 已 经 得 到 的 二 阶 微 商 的 边界 估计 我 们 可 以 得 到 Du 在 边界 
附近 的 Holder 模 估 计 . 
定理 5.4 在 定理 5. 3 的 条 件 下 , 则 存在 B86€ (0,1) 与 C> HER 
LD ulga ， <C, (5.10) 


其 中 8,C 仅 依 赖 于 定理 5.3 所 述 的 量 . 
WA 定理 5. 3 的 结论 说 明了 
CDau liz, Ua <C. (5. 11) 


我 们 考虑 函数 
wi (x,t) =+ Du(xst) + eS IDyu|* G2), 
nl 
类 似 于 (5. 90 ,我 们 有 
Lowe KC. + IDwi |), k-1,2,.. 
由 引 理 3. 2 的 结论 (1)( 此 时 “一 1 ), 对 于 (2,1) E OL 有 
wi (x,t) 一 wi (2! ,0,t) <CA (0 十 [wr tis, ue, >: 
H w 的 表达 式 , 则 在 Quer LA 


[ Du Cx ,£) == D,u(x' ‚0,2)],— 2eK, >) | Diu Cr ,£) == Du ,0,t)| 
J71 


< Ca^ + [Dul.s, „va. 
对 k 从 1 至 n 求 和 ,那么 在 Q1/2,7 上 有 


S DD (zt) 一 Diz(z ,0,0 ]4 
k=l 


一 2enK, >) | D u(x,t) 一 Du ,0,2)] 
j=1 


< Ca? + [Dai], uo, - 
以 wi Gr, RE wi (xt) 可 得 在 Qi,r 上 


S [Dye Geo 0 — Dul ,0,0]- 
b=] 


= 2enK, >， |D,u(x,t) — Du! ,0,2)| 
j=l 


< Cox Q0 + [D¿u],,5, pue 
两 式 相 加 ,并 取 e = (8nK,) » WHE Que, r 上 有 
SN | Diu (ast) — Dyula! 0,91 < Cr + [Dahn rua) 


利用 这 一 估计 与 Dal, 的 内 估计 ,用 类 似 于 定理 3. 3 的 证 明 方法 ,可 
得 所 要 的 估计 . VENE. 


$6 ， 非 散 度 型 拟 线性 方程 古典 解 的 存在 性 


作为 完全 非 线性 方程 的 特例 ,本 节 将 讨论 拟 线性 方程 
u, — a" (z,t,u,Du)D,u + b(x,t,u,Du) = 0, (6.1) 
它 满足 如 下 的 结构 条 件 : 
(F1) FEE ADS A> 0 ER 
AME? <a (x, t,z, pr EE, SAJE, 
VEER", (x,.t,z, 0X OTIXRXR; 
(F2) 对 于 任意 (at, 2) ENXCO,T]XR, 


ob | 
as (Tt 1050) 之 一 A: \b(x,t,0,0) | < 4; 
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(F3)》 对 于 任意 @.t,z,p) € QX (,T]JX RX RI, 
bz tm P0 < pl + 1219; 
(FA 对 于 任意 (zx,t,z,p) ERX(0,TJXRXR, 
a + 1p1) |D,a"| + |D,a"| 
+ |D,a"|+ 1+ lED |D” | s uu, 
a+ [512 71D,5| + [Dėl 
+ [Dbl + 1 + 12D 10,1] <a + lela. 

对 于 拟 线 性 方程 (6. 0 3835 E SEE SER ERE PR 2. 22 P F X 

如 下 的 特殊 形式 
F(x,t,z,p,r) = a" Gr,t,z, por, bx,t, 2,p). (6. 2) 

因此 对 于 方程 (6. 1) ,结构 条 件 (F1)' — (F4) BES CFD ~ CFA ,这 样 
前 面 5 节 的 结果 对 于 满足 结构 条 件 (F1)'~(F4)' 的 方程 (6. 1) 都 是 成 
立 的 . 

这 里 我 们 将 应 用 Leray-Schauder 定理 的 一 个 特殊 形式 来 证 明 第 
一 初 边 值 问题 (6. 1), (2. 3) 的 古典 解 的 存在 性 . 

定理 6. 1(Leray-Schauder) 设 G 是 Banach 空间 和 到 自身 的 一 
个 紧 映 射 , 又 设 存在 常数 M 使 得 

lx, | <M, Wx,€ (xe X|30€ [0,1], z= oGz), 

NG 至 少 有 一 个 不 动 点 . i 

定理 6.2 HONE CMO<a<1), FEO. DRR a,b € 
CCO x (0,T] x R X R) 且 满 足 结构 条 件 (F1)7 ~ (FAY Wü oc 
CES nfi g € Cean x [0,7 p, HE 00 x {t= 0) 满足 接触 
SAF g(x,0) = plo), 

g,(2,0) — F(z,0,9,Do,D'g) = 0, Yxr€ an, (6. 3) 

其 中 下 指 表达 式 (6. 2), 则 初 边 值 问 题 (6. 10, (2. 3) 至 少 存在 一 个 解 
uec 

证 明 我 们 先 设 忆 , 妃 于 它们 的 自 变量 属于 CO ,构造 函数 Cn 
€ C (Q-) EY zc OM, 0 = 9G), ENX (0,T) 上 
PGc,t) = g(z,t), 并 满足 接触 条 件 (6. 3). 取 Banach 空间 
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X lu c Ga (a ula o, = 0), 


MER wE X, 令 v = w 十 y. 然后 解 以 下 初 边 值 问 题 ， 
u, — a" (xyt,v,Dv)D,u + b(x,t,v,Dv) = 0, (r,t) € Qr, 
u(r,0) = pa), zen, 
u(x,t) = g(z,t), (x,t) € 90 x (0,T ]. 

(6. 4) 
根据 Schauder 理论 ,上 述 线性 问题 存在 唯一 的 解 w € C^», 
然后 令 z= 二 一 y, BRE X, 定义 映射 xz = G[w]j, 我 们 将 证 明 G 是 
X > X WAR. BE CN?) 有 界 集 , 由 Schauder 估计 ， 
GLB] E CUERO) 的 有 界 集 ,根据 Ascoli-Arzela 定理 , 它 在 
CCGr) 准 紧 . 其 次 我 们 证 明 G 是 连续 的 . WE ow, > w 
(C*9*92^ (Q5, wz, = G[w,], EE zn > z = GLw]j. 事实 上 由 前 
面 推理 知道 (en) 3E C" (QD PER. (2 是 zn} FEC (Q2 收敛 
NFP, CURT 2 6i=2+p, 容易 验证 去 是 初 边 值 问题 (6. 4) 
的 解 , 由 于 (6. DAT u 的 方程 是 线性 的 ,由 极 值 原 理 必 有 和 一 z 
= Ctw] + 9, 这 说 明 den) 的 任何 收敛 子 序 列 都 有 同一 的 极限 ,这 样 
序列 《zw} 本 身 也 必 收 人 铺 到 z, 这 就 证 明了 G 是 紧 映 射 . 

现在 验证 Leray-Schauder 不 动 点 定理 的 另 一 个 条 件 ,也 就 是 要 证 
明 存 在 常数 M > 0, 对 于 oG 的 任意 不 动 点 z, Bl z = cCLz]j, DA 
| z le x M, 其 中 0 委 c 委 1. 由 映射 G 定 义 ,如 果 z 是 上 面 所 述 的 不 动 
点 ;那么 4 = z 十 是 以 下 初 边 值 问题 的 解 

u, — a (x,t,u,Du)D,u + ob(z,t,u,Du) =0, (r,t) € Qr, 

u(r,0) =0px), TE, 

u(x,t) =0g(x,t), (x,t) € 90 x (0,7). 
由 上 面 G MENA RT BARE u c C170, 由 分 析 的 
知识 ,我 们 知道 a" (x, tu, Du) ‚b(z,t,u,Du) € CH, 再 由 
Schauder 理论 得 到 Du € CH), 这 样 不 断 攀 升 总 可 达到 前 面 
先 验 佑 计 对 于 局 部 正则 性 的 最 高 要 求 w E Car), 使 得 我 们 可 
以 应 用 定理 5.4 的 结果 :存在 PE (0,1),C > 0 ERE [Du lio SCH 
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中 B,C 都 仅 依赖 于 已 知 数据 . 这 样 La” lea,» [5]5o, SC» 由 Schauder 
理论 ,存在 只 依赖 已 知 数据 的 正常 数 M 使 得 Cu]. o, SM, RBS 


BARB l2l 1400, < M, 这 样 映射 G 满足 Leray-Schauder 定理 的 所 
有 条 件 , 算 子 G 至 少 有 一 个 不 动 点 z, u= zH gE CA) 就 是 
初 边 值 问 题 (6. 1), (2. 2), (2. 3) 的 古典 解 . 

如 果 a, b 关于 它们 自 变量 只 属于 C!, 可 以 用 光滑 逼近 ,我 们 不 在 
ix HABT. 


$7. 关于 完全 非 线性 方程 解 的 存在 性 


对 于 完全 非 线 性 方程 的 初 边 值 问题 ,Leray-Schauder 定理 不 再 适 
用 ,因为 不 能 构造 一 个 紧 映射 ,使 得 此 紧 映 射 的 不 动 点 恰好 是 该 初 边 值 
问题 的 解 . 这 里 将 用 非 线性 证 函 分 析 中 隐 函 数 定 理 来 做 连续 延 拓 . 

首先 我 们 叙述 有 关 非 线性 泛 函 分 析 的 一 些 基 本 概念 ,并 不 加 证 明 
地 引述 隐 函 数 定理 . 

设 XiX, 是 实 Banach 空间 ,下 是 ,一 站 ,的 映射 ,在 uw EX, E 
Fréchet 可 微 是 指 存在 有 界线 性 算 子 工 :和 RB 使 得 对 于 任意 hh € 
X WA 

| Flu +h] — Flu] — Lh ly, = ol ly ), (7.1) 
则 称 算 子 工 为 映射 下 在 w 的 Frechet 导数 , 记 为 Fu. 

例 1 如 果 玉 是 Xl 一 X, 的 有 界线 性 算 子 , 则 F, =F. 

例 2 如 果 Flu] =u, — F(Du), X, = C" (Qe, X, = 
C"""^(Q.), HF EC SH”), N 


ED LD (7.2) 


FEE 


[rtu 十 hj 一 Flu] 一 |n. = 3 De] "n M 


u, +h, — F (Xu + Dh) — u, + F(Du) — h, + Fal = 
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f OF (Diw + rD’h) 
" Or 


aF oy 
D, pde — 5 DD, A, 


t} c" 


(D'u) | dr 


cran] 


O9F(D'u -cD'h) OF 
Or 


1 
«l^ leen. ar, 


= o(l A lose. 
现在 设 X’, X, EX Banach 空间 , 映射 G: X, X Z— X, 在 点 
(u,0) € X, X X HY Fréchet 导数 记 为 Gu 对 于 任意 AEX, ACD, 
Garo AD = Guh + Cum 
WW Gon: X > X,, Gays X X, KA G E (1,0) EN Fréchet 偏 导数 . 
隐 函 数 定理 ” 设 六,,5,X, ER Banach 空间 , GJé Bi X, x THR 
开 子 集 到 X, 的 映射 ,对 于 wo) EX, X X, GE: 
(1) Glu,.o,] = 0; 
(2) G 在 (u,,0,) 的 邻 域 可 微 且 其 Fréchet 导数 在 (uo) 连续 ; 
(3) KF u 的 Fréchet MER Guo TE, 
则 存在 0 在 的 邻 域 . 人 ,使 得 GLu,o] = 0 对 于 每 一 个 cE SN OR. 
即 对 于 每 一 o € N, TETE u ff Glu, 0] = 0. 
现在 记 
Flu] = u, — F(x,t,u,Du,D’u). 
KR Cx 0 是 定义 于 整个 Qr 上 使 得 
p(x,0) = plz), 
PG |aaxto.r) = g£Go D. 
定理 7.1 BFECO 且 满 足 结构 条 件 (Fl1) IND TAX 8 
€ (0,1), 90 € CY’, PEC’, 方程 (2.2) 满 足 其 他 结构 条 件 , 且 对 于 
任意 o€ [0,1], FE F[u] — oF (YJ = 0 dg C! 7 (Qu) 中 满足 初 边 
值 条 件 (2. 3) 的 所 有 可 能 解 都 有 先 验 估 计 
lu |; cgo, SM: (7. 3) 
其 中 M> 1 RATE n BT, 结构 条 件 , 9 55 00. WP Min F IUE. 
F5 F,Gt,z,p.r) So YW tzep n er, 
E p ao, UNS — 9930 f& M6. 10. (2. 32 f£ iE au € 
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CRT 
证 明 ”在 上 面 隐 函 数 定理 中 取 X = we) sls —0), 
x,=C***(09,),3=[0,11. 现在 定义 G: X, x [0,1]  X,, 
G[v,o] = Flv + 9] — oF[g]. (7. 4) 
我 们 将 解 方程 GL[v,o] = 0, ADAHA o= 0 时 , Glv,0]=0. MRA 
解 v, € X,, Wu = v, + 4 4 A32 IRE CO 1) , (2. 3) 的 解 . 现在 记 集 


Ls 
日 


S = (e € [0,1]| v € X,,s.t.G[v,o] = 0). (7. 5) 
首先 我 们 知道 S 是 非 空 的 ,这 是 因为 当 o = 1 时 ,wv 三 0 是 隐 洱 数 方程 
Glv,o] = 0 的 解 , 即 1 € S. 我 们 将 证 明和 集合 S 相对 于 [0,17] 既 开 又 
闭 , 则 S = [0,1], 这 就 蕴含 定理 的 结论 . 

我 们 可 以 应 用 隐 函 数 定 理 来 证 明 S 相对 于 [0,1] 是 开 的 , 设 co € 
S, HRE S 的 定义 , 必 存 在 v, € X, EB C.o] = 0, 容易 计算 
Fréchet 偏 导 数 
OF OF OF 


1 = q— ees hen 
Goa) = |n. Or D, Op D, 1] 2 d 
J E Gr pr) GE) DG +9) D (og 9») 


其 中 了 是 恒 同 算 子 .这 是 一 个 由 Xi 一 X; 的 线性 一 致 抛物 型 算 子 ,由 假 
定 (F5), 极 值 原理 与 Schauder 理论 ， Go sa) 是 可 逆 的 ,由 隐 函 数 定理 ， 
存在 o, BBRA (1 [0,1] E250 € N [0,1] RH G[v,o] = 03 
可 解 的 , 即 人 站 [0,1] CS. 
现在 再 证 明 S 是 闭 的 ,这 就 需要 用 到 应 用 关于 先 验 估计 的 假定 

(7.3). o, ES, 4n>ooftto,>o,, BIE ES. 由 和 集合 5 的 定义 ， 
FE v, € X, 使 得 Glo,,o,] = 0, Bl 

v, € CAMEO , va lau, =0, 

re 3-9] ero a. 
由 (7. 3), 则 |v, + Ploeg S M, H Ascoli-Arzelá EHE, (v,) VEET 
C" (Q) 收敛 的 子 序 列 收敛 到 某 函 数 vy, Av, € CU  (Q, 在 
(7.6) 中 按 此 序列 取 极 限 后 可 得 

Flv, + 9] — e,F[9] = 0, 

Bl o, € S. 定理 得 证 . 
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由 定理 7. 1 我 们 可 以 看 出 ,对 于 完全 非 线性 抛物 型 方程 的 第 一 初 
边 值 问题 ,其 可 解 性 可 以 归结 为 先 验 估计 (7. 3) Bop Pe 
先 验 估计 . 


$8 XJ RC" 内 估计 


我 们 将 用 凝固 法 来 讨论 一 般 形 式 的 完全 非 线 性 一 致 抛物 型 方程 ， 
因为 这 样 往往 能 得 到 更 好 的 结果 ,要 求 更 少 的 条 件 . 所 以 本 节 将 讨论 以 
下 方程 
u, ~ F(D'u) = 0, (8. 1) 
EH FCO) = 0, 我 们 称 它 为 主 项 方程 . 假定 它 满足 以 下 的 结构 条 件 : 
(FD3AzA0ff 


Aes Ee cA), veem, 


(F6) FG) AFTER SAMA. 

附注 将 (F6) 更 换 为 : FO 关于 变量 x 是 凸 的 ,所 有 的 结果 仍然 
EX. 为 了 确定 性 起 见 ,我 们 只 用 止 性 条 件 (F6). 

我 们 现在 讨论 D'u 的 Holder 模 估计 . 这 里 需要 一 个 关于 正定 矩阵 
的 分 解 引 理 . 对 于 和 > 0, dd 

S[A] = {A € SJA < A <A). 

引 理 8.1 Fee >05 N Hz IRI E YY Yy E R, 使 得 

对 于 任意 4e SLA], 都 可 表 成 


A= DIBA, 8 7,» Py X BA) <a etsi 
1=1 


其 中 Po Y Y 0% Yn 5 N 仅 依赖 于 zh, HYG = 1,2,--, ND 可 包含 
e, Ce, £e)/V2 (0,4 = 1,2, 0), XE e, RRB i PAAR. 
证 明 dE nO + 1)/2 HES $7" rR S[A] BOHRA S[A] CC 
SL4/2j, 存在 一 个 开 的 凸 多 面体 x 使 得 
SUA] €E x © SIA/21. 
BERE A, 0 Ay 是 x 的 顶点 , hi 的 特征 值 为 A(k) > 0, 相应 的 特征 
ERA LOO G = 1,2,…,n). 我 们 将 证 明 U} CR = Y. Num 


$8 主 项 方程 解 的 C2+“1+%2 内 估计 255 


1,2…,n) 就 是 所 求 的 向 量 组 {7,} (可 以 再 添加 e,(e +e)/M 2). 
由 于 SLA] CC r, 一 定 存 在 o, > 0 使 得 


S[4] 一 Rs udo LG) Cg. 
由 于 是 凸 多 面体 ,对 于 任意 4E SA], 


N 


A— e 2. 2,40 G9 Lk) 


N N 
= Y ¿A = PAOLO) SL), 
k—1 k=1 


t=] 


其 中 Py = 0 Ck = 1,2, N), P p  & I. 于 是 


N. 


A= D Dd) (Oo + PACK) UCR) G9 LO). 


k=1 ¿=1 


这 蕴含 了 所 要 的 结果 . 引 理 证 毕 . 

我 们 还 需要 一 个 引 理 ,在 内 估计 中 它 经 常 起 重要 的 作用 ,可 以 避免 
引进 内 部 范 数 . 

引 理 8.2 设 90) 是 定义 于 区 间 [TT] 上 的 有 界 非 负 函数 ,其 
ET >T, È 0, 对 于 任意 yt T,<st<s<T , 9 满足 


Q(t) < Gs) + + B, (8. 2) 


A 
(s — t)" 
其 中 9,4,B 与 是非 负 常数 ,9 二 1. Wi 


Ke <Cl@ AB], VT<P<R<T, Go» 


这 里 C 只 依赖 于 2,0. 
WA 令吉 = p, ta =t + O rR p) @ = 051,25), 
其 中 0 二 7 过 1 待定 . REC. 2) RNA 
A 


ee le cau RET ee a B 
[A —7)r'(R — MT J 


Pt) < Opt.) + 

(一 0,1,2,…), 递 推 之 后 可 得 
4 =e 

we) «sco + laa ta A 


选择 (HA 0r ^ <1, S k— co, MACS. 3). ER. 
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下 面 我 们 讨论 Du 与 D'u 的 Holder 模 内 估计 . 

定理 8.3 Bue CNM.) 是 方程 (8.1) 在 Qr 上 的 解 , a € 
(0,1). 又 设 下 满足 结构 条 件 (F1),(F6), 则 存在 8 E 0,1),C > 0 使 
得 对 于 任意 的 QX.) C Qr, 都 有 


B 
|u, | oa CX , 


Q^ < c| R 
其 中 B,C ARR nA, A, 
证 明 不 妨 设 MITA), 不 然 我 们 用 差 商 代替 . 方程 
(8.1) 关于 z 微 商 后 得 到 


D,(u,) 一 SF Dt = 0. 
1J 


由 结构 条 件 (F1) 与 第 七 章 的 结果 可 得 所 要 的 结论 . 证 毕 . 

定理 8.4 Hue Cr’, 是 方程 (8.1) 在 Or 上 的 解 , a € 
(0,1). 又 设 玉 满足 结构 条 件 (F1),(F6), 则 存在 8€ (0,1),C > 0 ff 
得 对 于 任意 的 Qi(X。) Cr, 都 有 


a 
Osc D’u < c| £\ Cu lo, ox, ae 1), V Pp € (0,R), 


QC 
其 中 B,C HK nA, A, FR 
AR m |D’u loo E | Du loq. 

证 明 不 妨 设 A =A, MF SLA] 由 引 理 8.1 可 确定 o, 与 向 基 
Y,,Y, Yn 并 使 它们 包括 e, (e + e)/ ^ 2 (i,y = ],2,-7,2). WK, 
= Dilo.) + [Dat losageny 我 们 可 以 先 用 一 阶 差 商 代替 微 商 ,定性 
地 得 到 Du € CU (Q9. , 对 于 二 阶 方向 微 商 ,我 们 可 以 用 二 阶 差 
商 来 代 榴 二 阶 方向 微 商 ,也 可 定性 地 得 到 Día € CU (Qu). 令 

W, = uy (R= 1,255), 
HA u, 是 zx 关 于 为 的 方向 微 商 . E TARE), BI FF SE 
的 ,因此 

Lu, y, <0 (R=1,2,°",N), 


其 中 抛物 型 算 子 


§8 主 项 方程 解 的 CHR i 257 


上 面 的 不 等 式 满足 基本 引 理 1. 1 的 第 一 个 条 件 (1. 5). 
WEB X,Y € QX), 
[u, — F(D*u) y — [u, — F(D*u)]y = 0. 
注意 到 定理 8. 3 我 们 有 


B 
[DO — Du VI < CK, LEO, 


其 中 
, Par 
E | l sr, POX + (1 — mY) )dy. 


应 用 引 理 8. 1 可 得 


f 
CK, E > a” (D u(X) — DuC») 


N 
之 > Bi, 7, 00 € u, ; (Y )) 
k=1 
N 
> 0 > [ary CO — y MI 
k=] 


N - 
EM ps >) [arr OO n uy » (Y) ]-. 
k=1 
由 基本 引 理 1.1, 存 在 a € (0,81, C> 0 使 得 
N a 
> ose D, yu < CCK, + D| 2| : 


kc) Lp 

这 个 结果 与 向 重组 {7,) 的 构成 就 蕴含 定理 的 结论 . 证 毕 . 

附注 ”在 定理 8. 3 及 定理 8.4 的 证 明 中 应 用 了 以 下 正则 性 的 结 
WR FO) 是 光滑 的 (例如 属于 C ) ,如果 主 项 方程 (8.1) 的 解 x € 
rg), 则 可 利用 差 商 与 Schauder 理论 逐 阶 逐 项 定性 地 得 到 
we SEO: 

利用 上 面 的 估计 与 Holder 空间 的 内 播 不 等 式 ,我 们 可 以 得 到 解 的 
CHR 内 估计 . 注意 ,定理 8. 3 与 定理 8.4 并 没有 完全 给 出 解 的 
CAPA 内 估计 ,因为 估计 的 右 端 项 包含 有 [Dzze]。 模 ,这 是 我 们 还 没 
有 给 出 估计 的 模 . 

定理 8.5 设 xEC “A(Q,) 是 方程 (8,1) 在 Q,=B,X( 一 1,0] 
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上 的 解 ,a€ (0,1). 又 设 焉 满足 结构 条 件 (F1),(F6), 则 存在 BE 
(0,0, CSIERNTERMO<P<R<I, 都 有 

[D'e Too, 十 [Du lsa, < 


其 中 gc 只 依赖 mA 人 
WEBB iE 


C 
( — prin boa, +1), (8.4) 


Dp) == [D'u ]s.0, 十 LD,u 15,0,» (8. 5) 


其 中 由 定理 8. 3, 定 理 8.4 ME. 对 于 任意 X, € Q,, BRA, OX) 
C Qr 由 定理 8.3 与 8. 4, P FERRO pe R—rz 1, 我们 有 


B 
2 
osc D'u + ae Du x c| EP - Qul, 十 1)， (86 


Q, Xo) 
因此 


C 
Lu Joip.0, < RR Lye, + 1). (8. 7) 


利用 内 揪 不 等 式 , 对 于 任意 sE (OD <R<S R, RNA 
C, 

[4 lioe, S Elu hoo, + iR yee Idea, +1). (8.8) 

利用 (8. 5) 的 记号 , 取 e = 1/2, (8.8) 可 写成 
C 
Dir) < FPR) a nig d (8. 9) 
应 用 引 理 8. 2 ,我 们 得 到 对 于 任意 0<” 委 Ru， 
Pr) < GL era, +1). 


( 
这 就 是 所 要 的 . 
§ 9 主 项 方程 解 在 边界 附近 人 CC2 十 1 十 o/2 估计 


本 节 要 建立 Du 在 边界 附近 的 Holder 模 估 计 , 为 此 Krylov 讨论 
了 一 类 在 边界 上 退化 的 抛物 型 方程 . 记 柱 体 
Qh, = (Cast) [|r] <R,ı= 1,2, — 1l, 
O<a,<26R, —h<t<0}, 
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ZRA == rn N tz, = 0}. 
我 们 仍然 记 局 部 邻 域 
Qr = {(z,t)| — R <t <0, Ix | CR, i= 5,2,.n), 
Q = ((,0| — R'«tx 0, 0 x, « 20R, 
Iz | «R,icl,^»—1). 
现在 在 Q:,r 上 考虑 退化 抛物 型 算 子 
Lu = zv, — x,a” D, v + b Dv cv. 
假设 Z 的 系数 满足 条 件 ; 
(El) AHEAD A> 0, 使 得 对 于 任意 (0,0 € Qur 有 
MEL aréé, <A1El?, 
(E2) I a” I Nö l,l el <A; 
(E3) 2a" +b — cr, <0, c>0. 


我 们 记 


M(R,h) = sup u(x,t), m(R,h) = inf víxyt), 
QA m 


w(R,h) = M(R,h) — m(R;h). 
与 前 面 的 记号 相同 ME A = R^, 则 省 略 上 述 记号 中 的 . 
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(9.1) 


51H 9.1 对 于 8E (0,1), FA 0,7,0 € (0,1) 使 得 如 果 v € 


INCH) 满足 
&v-—0, v>0, 
meas((z, € Q N {t <— R'/A) |v(z,t) > 1) 
> ßmeasQ% N (t <— R*/4). 
又 设 L 的 系数 在 Or 上 满足 (E1),(E2)，(E3), 则 有 


inf u(x,t) >Y>0, 


Cor 


证 明 不 妨 设 R=1. 记 Qi 的 子 区 域 
i 8 
limas ger] (a 2) 


=] 


(9.2) 


(9.3) 
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4 lo ES 
U Der T 


容易 计算 测度 
IS, N Qi| < BmeasQ®’ N {i <— 1/4}, 
因此 ,由 假定 (9. 3) , 必 存 在 Xo = (x°,t°) c QWS,, BJ 


9 I - ARAS | 
0 | > Ne 


Re) > 1. 考虑 区 域 Q N (2, 2 08/20 十 1)}), FRO. DE 
其 上 为 非 退化 的 ,由 非 退 化 方程 的 Harnack KER, FE o> 0 使 得 
3 1 


U(r t)|, ua Z P > 0, Is,» = 7S[<0, 
其 中 2 RRF n, A, A,B. 在 区 域 
m ; 3 3s oc 
A = [coli oz « 40, L <t<o| 
SEHR 


Zn o| + - 


2 


其 中 。 是 任意 的 小 正 数 . 由 方程 满足 的 条 件 (E1) 一 (E3) ,选择 0 去 
A/A, WHE Qv EP «;i— A« 0. iig 


= í 32% F 2 
e e| 4z, + 0 之 za _ == 2 So, + 


16 112 2X, 一 三 | 


2 nn n 
+2 Sa pese "NI 


^" 


<p| > Ž +7) + La” 十 多 一 ez， 


EEE re, 
2 9 |7 ++ as 


JP C 5 60,0 X36 MO = Ae, OO 
LILIS Sy. (9. 4) 
此 外 在 Ln MOMIA x, = 0 外 ， 
Z |, -3 SP» Z |izizsa S 0» Z |.- SO. 


因此 Z (2,1) 一 v(x,t) 只 能 在 Y 内 部 达到 正 最 大 值 ,但 (9. 4) 表 明 这 
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是 不 可 能 的 ,因而 在 sr E l 
Z(x,t) - v(x,t) <0. 
由 e 的 任意 性 可 知 在 VY ER 
1 16) j2} 2% 
v(r,t) ÈP zl? + 38 + 4t}> 
只 需 取 0 适当 小 ,就 有 


inf v(x,t) > L 
a 4 


这 就 是 我 们 所 要 的 . S SEEN. 

由 这 个 引 理 ,用 通常 的 方法 就 可 建立 函数 v(xz,t) 的 Holder 估计 . 
对 于 引 理 9. 1 所 确定 的 o, 我 们 容易 得 到 

引 理 9.2 ibo € CRI (| CAD, 是 退化 方程 (9. DIRE, Z 
的 系数 在 O REDES , 则 存在 BE 0,1), C> 0 使 得 


e 
osc v <C lolo, WO<PSR, 
5 ; 


eed 
其 中 C,86 仅 依赖 于 ,4,A,6. 
此 引 理 可 作为 读者 的 一 个 练习 . 
2|389.3 在 引 理 9. 2 的 条 件 除 Lo = 0 外 其 余 均 满足 , 则 存在 8 
E(0,1),C>0 HB 


6 
ossu < c|] do leoa +R IZ lo) VO<PSR, 


(9. 5) 
HPC, AAKT nA, A. 
证 明 记 P = 上 sv lw. 引进 自 变 量 x, 并 令 


1 
W (x, 2, 9 Last) = OL, $33, ttt Inst) + Lo. 
P 


id Q% = (— R,R) X Q 则 WT, Ti Tot) EQ 上 满足 方程 


2, 2 
RR oe Iw L 0， 


P Ox, "or 


Wc iQ) LESH 9. 2 的 条 件 , 因 而 
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A 
ose w « C| £] dA w log), VO<PSR. (9. 6) 
qz 


由 此 不 难得 到 引 理 的 结论 ， 

为 了 给 出 Diu 在 整个 Er (包括 1 = 0 附近 ) 上 的 Holder Bir fü 
计 , 我 们 还 需要 以 下 的 引 理 ， 

引 理 9.4 itv € C(QQ4 (1 CQ(QX D 在 Qnr 满足 方程 (8. 1) , 方 
Pa PAE (CEL), (E2),(E3), R<1. WME [0,T] 时 ,我 们 有 


|v(0,2) Be; v(0,0) | 
a/(2430) 


Colea, + Ludo. + Se Nooo, 2» (9. 7) 


其 中 a,C "es n,À,A 5 T. 
证 明 当 上 > RYO! 时 , 取 C = 2, 论断 是 显然 的 . 现在 设 
tL RYOHO, IHR 
Lolaa, A [v] + | Zo ll. = 1. (9. 8) 
在 Q.r 上 考虑 辅助 函数 
w(z,t) =E + eel 


Se es 


+ K(f 4 s iie — 2 2, +2, (9. 9) 


其 中 是 任意 正 数 , K 是 待定 正常 数 , € 55 0 EE SS E< RIEN 
数 .简单 计算 可 得 当 (zt) € Qur 时， 


4 > .a xr, p K a 
u Lata, dz, | CP 


e? e? Eô € 


E oe 


D i €, 
| eS 
x 


»n 


€ nn n 
— gl oa. + b — cr,) 
Ta 


Kz, -& [ n a”) 
之 Ü 


应 用 条 件 (E2) ED, Y e <å 时 ， 


$9 主 项 方程 解 在 边界 附近 CH Rt 263 


b 十 Ja” ss So + ex, <-— a”. 
在 前 式 中 分 m, 89 Sz, < 0 两 种 情况 ,并 取 充分 大 , 则 有 
Lw 之 Semin (4,1), (x,t) € Qur- 
MR K 适当 地 大 可 使 
Sw d Llo(lz,t) — v(0,0)), (r,t) E Quro 
由 (9. 8) 容 易 验证 
w|- >+ (vt(x,0) — v(0,0)), 
w >+ (v(z,t) — v(0,0)), max |a. = E, 
w>+ (wt — v(0,0)), x, = 2E. 


由 极 值 原 理 
\v(z,t) => v(0,0)| < wízx,t), (x,t) € Q.T- 
4 E, > O, 得 到 


2 
u(x,t) — v(0,0)| <e + ale 


+2 iof 420/25 —2Vaz,). 
MS 1=>0, 则 有 


juos) 0.0 & e EE 4 2 2. 
XT BIER £— 0, 取 
à 一 ver, e 一 FEC R), 
则 可 得 到 
|v(0,£) — v(0,0)| < CF, 
这 蕴含 着 所 要 的 结果 . 引 理 证 毕 . 
下 面 我 们 将 考虑 含有 抛物 边界 的 局 部 邻 域 . 记 
(QU) = {(z,t)| — R?<t<0, 0< T, x 29R, 
Iz| <R, 1 = 1,.,n — 1), 
M, = {(2,t)|O<t<R’, |z,| <R,i= 1," ;n}, 


W> 
N 
RE 
3 
I 
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Mg = Mr N iz, > 0), Z4 = Qi AN (x, = 0). 
其 中 0 委 ?7 委 1. MR 7 = 1, 我 们 将 (QU fiw Qe. 
引 理 9.5 Hue Cte OT) 满足 
|Lu| < y, uls 一 0， 
其 中 a € (0,1),Lu = u 一 a"D,u, a" 满足 条 件 (E1), 则 存在 hp € 
(0,1), C > 1 使 得 


Dados. < ge (p+ 1+ [Delage + (9.10) 
其 中 B,C > 0 仅 依赖 于 N,A,A. 
证 明 在 Qi 上 考虑 函数 
人) 
v(z,t) = y , 


A 


N vCGc,0 满足 方程 

Lv = 2,0, — x,a"D,v — 2a "Do,  |£v| sp, (9.11) 
容易 验证 此 方程 满足 条 件 (E1),(E2),(E3). 由 引 理 9. 3, 对 于 任意 X, 
€ Zorros BUT. X, + Qi, = Qs CX) C Qi , WHE BE (0,1),C > 
0 使 得 


B 
ose 0<C(£) [llo loa + HR+1], Voces TR/. 


Q 
由 此 可 得 


—B 
A IE 


注意 到 v = u/z, 5j u|s, = 0, 因而 有 
[D,u ]os 9, SCR Tilo lor + + 1). 

引 理 得 证 . 

引 理 9.6 Bue C" "Qu 是 方程 (8.1) 的 解 , a € (0,1), 
H uls = 0. 又 设 玉 满足 结构 条 件 (FED WMF 8 € (0,1),C 之 1 使 
得 

[Diulez,, S CR “Celt + 1), (9.12) 

其 中 B.C 仅 依赖 于 nà, A. 
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证 明 由 定理 S. A 后 面 的 附注 ,可 定性 的 知道 ve cap). 
A w = D,u (k = 1,2, ",n — 1), TER 满足 方程 


Du Bu Du; 


Or, 
H tol», = 0, 由 引 理 9.5, 存 在 BE (0,1),C > 0 使 得 
[Dw Jas, < CR "(uot +1), 
即 
[Dont lez gn < CR "wa: +1) (k = 1,2, ,7 — 1). 
此 外 显然 D,u Iz, =0 Gs] =1,"",n— 1) 与 Dus, = 0, 再 利用 方程 
(8. 1) 可 得 
[Dlp,s,,, CR" (uluot + 1). 
这 样 , 我 们 就 完成 了 引 理 的 证 明 . 
定理 9.7 在 引 理 9. 6 的 条 件 下 ,存在 8 € (0,1),C > 0 使 得 
Lu lo +0.0t,, < CR” (Cuat +1), (9.13) 
其 中 B,C 依赖 于 N A, A, pt 
类 似 于 定理 8. 5 的 论证 方法 我 们 可 得 到 以 下 推论 ， 
推论 ”在 定理 9.7 的 条 件 下 ,可 得 
[ue lose, C RA < CR "TP (Culot +1), (9.14) 
其 中 P, C 依赖 BT n,À, A,p. 
推论 的 证 明 我 们 先 应 用 定理 9. 7 来 证 明 推论 . 对 于 任意 0 p 
<R<1/4 SEEN, = Go) € QF, MR UC, + Qao) C Qi, 
则 由 内 部 估计 的 结果 
C 


Lu J],48,0 xo) S < Ra DR Lurar xp) . 


(R—p)A*0 


如 果 OX, + Qu o4 N Zr # Ø, N) x; R — 0/2. id 


z, H 
Spp A a? 2 << l. 
Mid Y, E X, 在 边界 zx, = 0 的 投影 . 不 难 知道 长 方 体 

or (Q )ta ss = (X, + Qu-—o/2) N Qi. 
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应 用 定理 9.7 的 结果 ,知道 存在 PE (0,1),C 之 1 使 得 
< CCR — PY *(1- Lely scat 


lelap, Y, +07) feas 


3(R—p)/8 N 
(9.15) 

注意 到 x, 之 (R 一 9/2, 我 们 有 如 下 的 包含 关系 

X, + Qu 5A) MQ C Y, + (Qe os 
这 样 由 (9.15) 与 上 面 的 包含 关系 ,可 得 到 
Lu J. 8,x A SS < CQ — p) "Qul, qt T D. 
由 于 X, 是 Q。 的 任意 点 ,所 以 上 面 的 讨论 蕴含 
[Toy 59? SCR- le + 1]. 


在 上 式 右 端 项 应 用 RM 对 于 任意 0 二 Pp 二 R< Ro = 1/4 可 得 


C 
LARES now. t RA doot +1). 


利用 引 理 8. 2, MAAR TER 0 <p <RSR, 


C 
Lu leraat S CR pele boos +1). 


Mp = 7R/8, 由 上 式 就 可 得 到 推论 . 证 毕 . 
定理 9.7 的 证 明 应 用 定理 8.4 后 的 附注 ,我 们 知道 满足 以 下 
方程 


D,(u,) 一 Da) =(, u,|x, = 0. 


OF 
or, 
直接 利用 第 七 章 线 性 方程 的 Krylov-Safonov 估 计 ，, 必 存在 6E (0,1), 
C 之 1 使 得 
Ce, leaf, <CR Cu oot 
下 面 讨论 关于 空间 变量 z 的 二 阶 微 商 . W K, 二 1 十 [wjset. 不 妨 
RR=1, [elo G1, 否则 做 变数 蔡 换 y = 2 rm 


f£ C8. DURA 


Erw 
R?“ TK, ; 方 


K, | R? 
E, — yl k PAD] = 


与 方程 (8. 1) 满 足 相同 的 结构 条 件 (F1) 与 (F6). 现在 我 们 在 Qi En 
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论 方程 (8. 1). 记 抛 物 型 算 子 
OF 


Lyw = Dw 一 By, Du 


其 中 SE = SE Du). 对 于 任意 方向 7, |7| = 1, 由 方程 满足 的 四 性 


条 件 (F6) ,我 们 有 
Luy < 0. 


由 引 理 3. 2 可 以 得 到 对 于 任意 (2,0) € Qi, 

lina st) — unta 0,1) «Cri Q + [D'u]us 2, (9.16) 
其 中 C > 0 (RIF n, A,A, a. 此 外 ,由 方程 (8. 1), v 满足 
Gu, Cr £) — u,(z',0,t)) 

— a"( D,u(z,t) — D,u(x' ,0,t)) = 0, (9. 17) 

其 中 | 

a" — Jr 5 Dulas) + (1 — 0D'u(z' ,0,t))dr. 
由 代数 引 理 8. 1 ,存在 0, > 0 GH EA Y, I, Y 使 得 矩阵 4 = (a) 
可 写成 

A= SAU EBP LN) 
这 样 由 (9.17) 与 Luco 的 信 计 ,我 们 有 


N 
po 2 LDy uut) = D,,u(z ,052) ]_ 
k=1 
N 
Ed os > LD, yu (x,t) 一 D, , ula! 10,0), 
k= 1 


«Ch + (Dulas) Cet) E Qh. (9.18 
{hit (9.10) 284 4 


N 
= LD, z ux 8) TE D, y uta 10,07, 
k=1 


< Czi* + [D'u las, )» (est) € Qu. (9.19) 
在 (9. 18) 中 应 用 (9. 19) 我 们 得 到 
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N 
> Dru (rst) — D, yu (a ,0,) ]- 
k=] 


«Ca [Du]. (zt) € Qj. 


由 估计 (9. 12), ERAN PCD ws, ,<C, 其 中 是 (0,1) 中 的 某 一 数 . 
上 面 两 个 估计 式 相 加 ,可 以 得 到 所 要 的 边界 附近 估计 ， 


N 
DES f 
2 | Di, u (x »2) D, , ua! ,0,2) | 


< CxIt + (Dulas ), (est) E Qi. 


下 面 我 们 要 利用 这 一 估计 与 上 节 的 内 估计 ,采用 类 似 于 定理 3. 3 
的 证 明 方法 来 建立 含 侧 边 Z HKR Q 上 的 C7? ib 由 $8 的 
内 估计 ,对 于 任意 G0, Or) € Qa FEB € (0,1),C 之 1 使 得 
D'u(xr,t) — D’uCy,r) | 


C 
alle — y|’ + lt — rl]. 


分 成 两 种 情况 : 
(1) 如 果 min{z,,y,} > de — yl? + lt rl), WU 
|D'u(z,t) — Duty A| € CUix — y|? + 1t— 111%, 
(2) 如 果 max (z,,y,) & 2€|x — y| + 1: — cl}, M 
|D'u(z,t) — Duly, |< |D'u(z,t) — D'u(z! ,0,£) | 
+ ¡Duty ,0,0 — D'uCy,r)| 
+ |D’ucz' ,0,¢) — D*uCy',0,7) | 
< Cai + Cyl + Cla — yl 
<CCzx— yl? + le — DS, 
不 可 能 有 其 他 情况 . 综合 上 述 两 种 情况 的 估计 ,定理 得 证 . 
定理 9.7 Bu € CUT" 0M,) 在 Ms 上 满足 方程 (8.1), «€ 
(0,1), Hal... = 0, WH 8 € (0,1),C > 1 使 得 对 于 任意 的 RE 
(0,1/4), 有 
walt Das] , 


Lu dopo < R? 
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其 中 BCH HF n,A,A. 
推论 ”在 定理 9.7' 的 条 件 下 ， 


LAT < Sl 1+ Cu ]o n, ) , 
其 中 B,C 只 依赖 于 nyA, A. 
类 似 于 定理 9. 7 的 推论 的 证 明 可 证 此 推论 . 
定理 9. 7' 的 证 明 与 定理 9.7 一 样 ,不 妨 设 R= 1, Lu lm, <1 
u, FE M, 上 满足 
E mn Ep C = 0, 
u,(2,0) = 0, (2,0) € Qio 
利用 线性 方程 的 Krylov-Safonov 估 计 , 易 知 存 在 a€ (0,1) C148 


Cudem, p SC. (9. 20) 
现在 讨论 关于 x 的 梯度 . FAMY, 注意 到 结构 条 件 (F6)， 我 们 有 
Louy S 0» un i-o = 0, (9. 21) 
其 中 un 表示 沿 7 方 向 的 二 次 微 商 . 由 引 理 3. 1,% Me LA 
uUn(zt) SC, 0<t<l. (9. 22) 


方程 (8.1) 可 以 写成 


cas ÀÀ pem 
u, — a D, u = 0, 


其 中 
a” = OF (gD>u)dn. 
由 代数 引 理 8. 1 上 述 方程 可 以 写成 
8D — u, — 0. (9. 23) 


与 前 面 定理 的 证 明 类 似 , 由 估计 (9. 20), (9. 22) FSR. 23) 就 可 得 到 
对 于 任意 (2,0) € M, 
|Du(cz,t)! + |D'u(z,0| x Cr. (9. 24) 
这 就 是 我 们 所 要 的 边界 附近 的 估计 . 下 面 我 们 将 它 与 内 估计 结合 起 来 
可 得 到 解 在 M, BY COTE 8? 估计 .由 内 估计 存在 BE (0,1),C 之 1 对 
于 任意 (zx,t),(y,T) € Me A 
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C 
|D'u(z,t) — Daly, Dl < aa — y|? + le — ziJ. 


in { 
(9. 25) 

然后 分 成 两 种 情况 : 

(1) min{t,c} > Ca — y|? + [e — 71%, 

(2) max(t,r) < 2C|x — y|? + |t — |)", 

完全 类 似 于 定理 9. 7 的 方法 ,可 以 得 到 定理 的 结论 . 详细 证 明 读 者 
可 以 作为 练习 . 

定理 9.7” 设 w € CU MO EM 上 满足 方程 (8.1),a € 
(0,1), H ulo = 0, u|s = 0, 则 存在 8 € (0,1),C 之 1 使 得 对 于 任 
EHRE (0,1/4), 有 


Cda, < Sl 


其 中 B,C 只 依赖 于 n,A,A. 
推论 ”在 定理 9.7" Md 


Lu lcg ut, gU = Lu Jom ) , 


其 中 B.C 只 依赖 于 nà, A. 

定理 9.7" 的 证 明 我 们 仍然 不 妨 设 R = 1, [ul < 1. 与 前 面 
定理 9.7' 类 似 利用 线性 方程 的 Krylov-Safonov 估计 就 可 得 到 存在 
BE (0,1),C 之 1 使 得 


1+ [uly ne m 


Lu, la, Ma < C. (9. 26) 


MES w = D,u (k =1,,n— 1), w Æ Mi 上 满足 以 下 方程 与 初 边 
值 条 件 


23 


w(z,t)= 0, (7,1) E Qro U Er 
然后 令 v = „va, DEREITE 


它 满足 引 理 9. 4 的 条 件 . 根据 引 理 9. 4 的 断言 ,可 以 得 到 对 于 任意 
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(ast) € Sip, 有 
| lim v(x,t)| < Cir, (9. 27) 
Hp CRF n, A,A, wx 是 属于 (0,17 的 任意 一 个 数 ( 注 意 此 时 初 值 为 
F). S x, > OKRA 
> ID, u Gr! ,0,t) | s Ct ^, (9. 28) 


这 里 我 们 已 经 在 (9. oT) HL = = 1. 利用 方程 (8. 1) 与 估计 式 (9. 26), 
(9. 28) 可 以 得 到 


[Dux ,0t) | so, (9. 29) 
也 就 是 我 们 已 得 到 二 阶 导 数 在 边界 上 的 Holder 模 的 估计 
|D'u(z',0,0| SCE, (x,0 € Ergo (9. 30) 


其 中 0o = min(8,1/5). 接着 我 们 建立 边界 附近 的 估计 . 对 于 任意 方 同 
Y , 利用 四 性 条 件 (F6) ,我 们 有 
Loy < 0, (x,t) E MÌ. (9. 31) 
4 h(x,t) = uy(a,t) — Ct, HO. 3) 5 (9. 30 RNA 
Lh(,)s550, (2,1) € MY, hlo=0, hle =O. 
根据 引 理 3.1 情况 (1) 的 结果 式 (3.4) 可 得 
h(zst) <Czx,, (x,t) € Mj, 
因此 我 们 得 到 
uy (xt) SCE + ax), (r,t) € Mia. (9. 32) 
对 于 任意 (2,0 € Mis FRC. 1) 可 写成 
u,(x,t) — a"D,u = 0, 
利用 代数 引 理 8. 1, 上 式 可 写成 
po = u. (9. 33) 
与 前 两 个 定理 一 样 ,由 (9. 32), (9. 33) 可 进一步 得 到 边界 附近 的 估计 : 
存在 7E (0,1),C 1 使 得 对 于 任意 (zx,t) € My. 有 
|D’u(z,t)| + iDalr,t)| s CO) + I). (9. 34) 
我 们 知道 $8 已 建立 了 二 阶 导 数 的 H6lder 模 内 估计 , 即 存在 8 € 
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(0,1), C 之 0 BET X = (1,t),Y = Cy, 0) € Mino 有 


|D’ucz,t) — Duly, | < d(X,Y)*, 


C 
min(z,, y, £ , c Y 
其 中 (X,Y) 是 抛物 距离 . 然后 如 定理 3. 3 证 明 的 技巧 ,就 可 得 所 要 的 
结论 .证 毕 . 


$10 主 项 方程 第 一 初 边 值 问 题解 的 存在 性 


我 们 将 用 凝固 法 来 得 到 一 般 完 全 非 线性 方程 十 典 解 的 存在 性 ,为 
此 我 们 必须 首先 建立 主 项 方程 初 边 值 问题 解 的 存在 性 ， 
MFR, > 0, Qr —(G.D0| — RIO, |r| <R, G=1, 
2,23). 有 时 简 记 Qu = Qe. TE Q, 上 考虑 初 边 值 问题 : 
u,— F(D'u) = 0, (x,t) €Q,, 
u(x,t) = gt), (x,t) € 9,8» 
其 中 FC) MEAR El), (FO, FEA a € (0,1),g € 
Cher), 由 于 边 值 不 为 0, 前 面 的 许多 全 局 估计 不 再 成 立 , 最 大 
模 全 局 估计 


(10. 1) 


lu loa, S Ko (10. 2) 
是 成 立 的 ,其 中 天 。 仅 依赖 于 结构 条 件 的 常数 与 igloe 由 于 Q& 与 
RNQ, 都 是 一 致 (A) 型 区 域 , 由 Krylov-Safonov 估 计 ,存在 7E (0,1) 
使 得 

lu lza, < Ky, (10. 3) 


其 中 7, 天 , 也 仅 依赖 于 结构 条 件 的 常数 与 1g11. 此 外 有 以 下 内 估计 : 存 
ERBE (00 使 得 对 于 任意 0 二 Pp 二 R, 有 


K 
8 
Lu loro, < (R, u ayer elt e, , 


其 中 8,K, 同样 只 依赖 于 结构 常数 . 
KANTE TEN TE BE C? 71197 全 局 估计 , 但 那 是 对 于 局 
部 平 边界 与 零 边 值 的 . 由 于 缺乏 边界 估计 ,我 们 不 能 引用 S 7 的 结 
我 们 采用 Trudinger 技巧 ,对 十 任意 的 mm = 1,2,… 0, < Ro H 
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m — oo 时 , o, — Ry, 取 ,的 截断 函数 5 € Co1Q，0 委 部委 1， 
l, (x,t) € Qa? 
0, (2,4) ER ANQo saves 


EFQ, ASA Qu 另外 自然 要 求 
IDE,] «CQ, — 6 S [DEL + IDE,| < CCR, — Pm) 7. 
我 们 不 妨 设 Qn 的 侧面 是 属于 CT? 的 , 按 原来 的 定义 Q@, 的 侧面 是 
长 方 体 ,自然 其 侧面 不 可 能 属于 C777, 但 我 们 可 以 光滑 它们 的 侧 
面 ,然后 仍然 记 为 Q。 我 们 只 需 使 得 当 m — oo 时 , Q, 是 单调 增 大 ,一 
致 (A) 型 的 光滑 区 域 , 且 U Q, = Q 记 近 似 算 子 
F"[u] = (1 — &,)Au + £,F(D’u), (10.5) 
其 中 A 是 Laplace 算 子 . 然后 考虑 第 一 初 边 值 问题 
— F"lu,]=0, (2,4) € Qs 
usur, = gt), (z,t) € 9,Q,. 
5138 10.1 VE F GO 满足 结构 条 件 (F1) 与 (F6), 又 设 w € 
Ce Qo) 是 (10. 6) 的 方程 的 解 , Q' CCQ, 对 于 固定 的 mx > 0, 
存在 Bn E (0,a] 使 得 对 于 任意 X, € Q',X, + Qr CO) WHF o € 
(0,R), 有 


CAL yt) = (10. 4) 


(10. 6) 


gx Pase $) ta 
其 中 8,,C > 1 依赖 于 ,4,A,m. 

证 明 我 们 不 妨 假 定 u. 足够 光滑 ,否则 利用 差 商 代替 微 商 . 将 
(10. 6) 的 方程 关于 微分 ,得 到 (省 上 略 脚 标 m ) 


D = SF D u, + tAu — EF (D'u) = 0. 


由 Krylov-Safonov 估计 , 则 对 于 任意 p € (0,R), 存在 6E (0,1) CR 
RIF moa 
us c| £| i Oe u, + [4 1,0, } 。 
这 就 蕴含 着 所 要 的 结论 . 
引 理 10.2 FO) 满足 结构 条 件 (F1) 与 (F6), 初 边 值 g(x,t) € 
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Cete), WEE Bl xE Bg m > 0, FSB, € (0,a] 使 得 问题 
(10. 6) FETERE u, EN). 

证 明 根据 $7 的 结果 ,对 于 固定 的 m 之 1 只 和 需 对 于 初 边 值 问题 
(10. 6) 的 属于 Cm 17 (Qu) YAR u GO 给 出 先 验 估计 len |z+g,.o, 
« C, Bla]. d £, ABE, E Q& 的 抛物 边界 附近 ,(10.6) 中 的 方程 是 一 


个 热传导 方程 ud 一 Au, = 0. 记 = F GR, 十 On) 由 常 系数 方程 


的 Schauder 估计 ,我 们 有 
[wn lenovo, S Cm (10. 7) 


因此 我 们 只 需 建立 问题 (10. 60 C171 内 估计 . 简 记 Q = Q,. 
我 们 将 给 出 估计 Len deve or. 对 于 某 方向 7, 将 (10. 608977 feft y 7718 
进行 微 商 得 到 (省 略 脚 标 m) 

(uy), — (1 — Diu, — t 5 Du + Gu 一 F(D'%)) = 0, 


这 里 我 们 用 到 Da € C? 5*7 (QUY, 这 是 个 无 妨 的 假设 ,因为 我 们 
可 以 用 差 商 Du 代替 一 阶 方向 微 商 wy, 由 上 面 等 式 ( 相 应 于 差 商 ) 与 
Schauder 理论 ,可 以 得 到 上 面 的 元 妨 的 假设 . 

再 沿 方向 > 微 商 ,利用 四 性 条 件 (F6) ,可 得 


ar 
(uy), 二 二 (1 TU Ou, ws ca D, ty 
y 


+ 26 [Au — ED ur] + Clau — FG] 


y 


= an Dyu, < 0. (10. 8) 


类 似 地 这 里 也 不 妨 设 Diu € CE. 利用 代数 引 理 8. 1, E 
(10. 8) FR Y 为 那里 的 向 量 组 Vise" ‚Im 这 样 对 于 任意 s= l," QN, 
以 及 任意 Xo = Q' Xo + Qk CA» 先 设 LEE < 1 , 这 样 在 Q(X) 
上 有 

Luy) <C(1+ 9D); (10. 9) 


其 中 C 除 依赖 于 结构 条 件 的 常数 外 还 依赖 于 m, OR 一 9,0. 
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2 
Iv=u— 0- pa p EPD 4, (10.10) 
T 


Ap 


hy = Uy y +1 (k =1,2,**,N), 

N (10. 11) 
w = Uy y + e» hi (s =1,2,**,N), 

k=] 


ERB h 之 0 (6 = 1, ND) (BR uha < DACO. 9), RIEA 


N N ar” N 
LD?) = 22 Muy, —2 Br, altel 


k=1 


: (10. 12) 
<CQ + [D'u) — 24 [Drury |. 
由 w, 的 定义 及 估计 (10. 905 10. 12) BA RX) Ew, 满足 
N 
Lw, SCO + |D'u|) — 246 >) | Daury, |? < E, (10. 13) 
其 中 := 1,2, N. 这 样 只 要 在 后 面 适当 的 选取 e, 我 们 知道 w, 满足 
$1 基本 引 理 1. 1 的 第 一 个 条 件 . 为 验证 第 二 个 条 件 , 可 以 利用 (10. 6) 


的 方程 . 对 于 任意 = (Yo To)» Y, E (yi) € X, + Q,» A 
[u, — F”[u ]]ly, — [u, — F"[u]ly. = 0. (10. 14) 


应 用 引 理 10.1 我 们 可 以 得 到 
p 
la"XD,u(Y,) — D uY D| S c( 42 , 
HHA x (a) < AI. 利用 8$8 的 代数 引 理 8. 1 有 


8 
e £o) > |a” (D uY.) — DY) | 


N 
> 之 BD, ru Yo) — Dyyu(Y,)) 


N 
之 Py 2 LDy yu qu 一 Dy yul(Y)]+ 


pP (Yo) == Dy, u(Y,)I1_; 
其 中 是 8$8 的 引 理 8. 1 确定 的 常数 . 这 说 明 u 满足 基本 引 理 1. 1 第 
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个 条 件 ， a wee t) zu. 的 条 件 . 对 于 8 > 0 估计 


eS elt, yew O poner ) 一 w,(Y,)]_ 
< Da (Yo) 一 D, , u(Y) ], 
k=] 
" 
tC [Du — Diu Y]. 
N 
= > LD, y (Y) 一 D, , «(Y)) ]. 
k=] 


N 
+ eC > CD, , (Yo) — Dyy (Y y]. 
k=] 
选取 6,e 使 得 


Co 1 
=p, eC xz : ] 一 eC 之 一 


a? = 9 9 (10. 15) 


我 们 可 得 
N N 
$5 [9 Y) — w(QY0]1,— rt) — w,O)]- 
k=] k=1 
N 
< Ta [e > CD, (Y 0) = D, yu (YD) 1, 
k=] 
1x 
一 z 24 Dr, Yo) xd Dyyu(Y)] | 
0 k=] 


20,32] 
Soto] 


应 用 基本 引 理 1. 1 , 则 存在 0 < B B,C.> 
R 


由 wi 的 定义 , 则 有 


N C R\? 
D 4N ca 
osc y y 一 > ose Dy yu R, 


arenes Qg X) € 


现在 我 们 又 要 求 到 e 使 得 
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4N& x. —, (10. 16) 


to | 一 


2 
EA E eng — mi 1 1) n 
22 00.15 500.10 BK, Re mind f, h, ‚u 


prem RR ar c| &] | 1+ LIT ; 

上 式 是 在 [ujs.o aL 的 假定 下 得 到 的 ,在 一 般 情况 下 也 有 上 面 形式 
的 估计 . SERNA Lu oa a ERAS SMT ER Q4OCO CQ, 
存在 8, € (0,1),C 21, 使 得 方程 (10.6) 的 解 w,。 有 如 下 估计 : 对 于 0 
Pp 三 RR, 有 


C 


[um dr ,Qc < (R— T [un J2,0, cx ). (10. 17) 


应 用 内 播 不 等 式 , 可 得 
1 
Len loko io a) SU Ls oe, euo 


C 


EZ Lich [tm o, ax,» ] ; 


+ 
由 引 理 8. 2 ,我 们 有 
C, 


[jzte oa, S de + [und]. (10.18) 


这 就 给 出 了 (10. 6) 的 解 z B CH 017 的 内 估计 . 综合 (10. 7) 与 
(10.18), 我 们 得 到 un 的 C? 0157 的 全 局 估计 ,由 87 的 定理 ,这 就 
蕴含 所 要 的 结果 . 
定理 10.3 BEF) 在 Q.=Qn, 上 满足 结构 条 件 (F1),(F6》, 对 

于 0 之 a<1, 初 边 值 g(z,t) € CPC), 则 存在 8,7E (0,a],C 之 1， 
第 一 初 边 值 问题 (10. DFEN u E C" (Qo NC PQ), BET 
任意 Q CCR, 有 

Lu Joo, aC, Lu Jea, aC, 

Clu ],,o 

Dese ST 

其 中 8,7,C 只 依赖 于 ”与 结构 条 件 的 常数 w, lol. RR). 


(10. 19) 
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此 定理 是 前 面 的 讨论 与 引 理 10.2 的 直接 推论 . 
$11 一 般 的 完全 非 线 性 方程 


RRI X = (2,1) ,X, = (Tasto) Qe = Br X (— R’,0], 
Q(X.) = X, + Qu. BEQ= Q x (0,T] 上 讨论 以 下 形式 的 方程 
u, — F(x,t,D’u) = f(x,t), (11.1) 
HA F(x,t,0) =0. 
MF PE LQ), 我 们 记 


"T 
[fade = igi | f@wdede. 


对 于 Füirst.r); id 
me E = |FGr,£,7) — FUxo tor) | 
BO XQ) = Pr(X;X,) = Be 1 ri 
我 们 将 假定 方程 (11. 1) 除 (F1) 外 还 满足 以 下 结构 条 件 : 
(F7) 存在 R, 0,4, > 0,8 € (0,1) 使 得 对 于 任意 0 二 p 志 R。 有 


ai E 8 
IB CX Izd] «ak 


\ 
a X09, 


«a£. 


n+1 


en m 
IEX) — IX) |" dada |” 
Q(X NO 
其 中 PE (0,1). 4, 是 正常 数 , 4 是 结构 条 件 (F1) 中 的 常数 . 
定理 11.1 设 方程 (11.1) 在 Qyr 上 满足 结构 条 件 (F1),(F6), u € 
Cet QO.) 是 方程 (11.1) 在 Qr 上 的 解 , o € (0,1), BH leloa, < 
Ko, WHE a € (0,1), 使 得 如 果 对 于 8 € (0,a) ,结构 条 件 (F7) 在 Qr 
上 成 立 , 那 么 对 于 Q' CCQ, 有 
Lu Jaee SCLluloo, + 1], (11.2) 
其 中 C,a 只 依赖 于 nn,4,4A,p，,C 还 依赖 于 
(a— BY”? 与 dist{Q',d,Q,}. 
证 明 第 一 步 Qe (X,) CQ; lulo < 1, 我 们 将 证 明 下 面 的 
论断 :存在 e € (0,1),&€ (0,1) 使 得 如 果 对 于 8E (0,9) FER O<e 


i 
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<R,, 方程 (11. DRE 


[ f Boxy mara) cde], 


m (11.3) 


+ 
| f FED 一 F(X) "dzd)™ < «d£! , 
Q tQ. o 
则 存在 0<0<1 与 一 多 项 式 序列 
PCTIt) =a, + (b,,x — x) 


+ lc — EY Ca — 2) + dilt — t), (1.4 


— F(X,,C,) = 0, Yk>20, (11.5) 
"M Pill o «go, v IO. (11. 6) 


Lea») 7S 
P,(2,t) 的 系数 满足 
la, —a,_,| +", — bl + Pe? IC, 一 C | 
+ quen ld, — dy, | <CGEVED yz >0 
(11.7) 
其 中 0,C 仅 依 赖 于 n,4,A,a,B, EXP, =P_,=0 我 们 将 用 归纳 法 
证 明之 . 不妨 设 X, = (0,0),R, = 1. WFR =O, (11. 5),(11. 6) 与 
Q1. DERRE NP =P, =0,F(0,0,0) =0 5 llull, <1. 
HEBE (11.5) — (21. DMA FA « i 成立 ,要 证 明 它 们 对 于 & = ¿+1 
ERL. 4 
v(y,T) = e POE (yr EQ, (11. 8) 


它 满足 方程 
v, — F (y,7,D%v) fy), (y,7) €Q, (11. 9) 
其 中 
F(y,t, 5) = AP (Py 07,0 +C.) — F(6'y,6r,C)], 


(11. 10) 


280 第 九 章 完全 非 线性 方程 


Fst) = Fal fO'y Pr) + FO, 87,0), (1.11) 
可 以 验证 F, 仍然 有 椭圆 常数 1,4, FOO =0, Iv lg <1. 我 们 
还 有 
[F (6'y,0%r,0%r +C) — FO,0,0"r 十 CD 


ee a7 + Ir 
_ [F@'y,6°7,C,) — F(0,0,C,)] 
8^(1 +r ID 
T ler --C, ll 12 6C, I 1 B (0' y ,0?c) 
= Sup a T 
r 1 十 |zl 0 
< COB (8 y,8*c). (11.12) 
上 面 最 后 一 步 用 到 以 下 估计 
loi<SIG-ail< oe meca y 
k=] 
(11.13) 
由 断言 的 条 件 (11. 3) 
zh 
(f. n asar) < «cef |B |" "dade «Ct, 
Qg 
(11.14) 


显然 我 们 有 
laser | 9 


A £ + 
"rolf, EET 
g 


< Ct. (11.15) 
现在 我 们 用 凝固 法 ,考虑 初 边 值 问题 
¿ — F,(0,0,D'%) =0, VY Cy, € Q» 
as = v(y,T), Y (y,7) € 9,0): 
FEA fu Cn 内 估计 ， 
Bo S C1 t Ieloae,,)<C, 


< e? n |f|" d xdz 
e ; 


(11. 16) 
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[D’h]oo, < C87. (11.17) 


7/8—0 
& w= v — h, Wl w(y, 0) 满足 
w, — aD w = Í Cyst), (T) E Qis» 
w(y,T) 一 0， (y,7) € O,Q > 


paf ? D’n)d 
d =| $e OaD + =) )d7， 


f (yt) =f£09D0 + F,(y,7,D°h) 
== F.(0,0,D*h), (y,T) € Que 
由 A-B-P 型 极 值 原理 ,并 根据 定理 条 件 ,对 于 任意 的 GE (0,1/4] 可 以 
得 到 


| w lo, 


< | w lena ia +C WF il tli es) 
< 


tcl f. " 


| w lao 7/88 


7/8—6 


+ CI Be lao, + ID loa 


7/8—à 7/8— m 


(11. 18) 
对 于 方程 (11. 9) 应 用 ae a 内 估计 ， 存在 a € (0,1),C > 0 
使 得 


| v lao, QS Ca 4 I £l in, P 
然后 对 初 边 值 问题 (11. 16) 应 用 全 局 的 Hölder 模 估 计 可 得 
| h lo, < ca + | U lao, )， 


其 中 & = a/(2 + a). 因此 
le tg CO c Tf eng 


注意 到 在 9,Qj。 Ew — 0 31. 15) ,我 们 就 有 
n= lw aae, SEZA E E la) ) « Ce. 


又 注意 (11. 14) (11. jdn 17) ,我 们 也 有 
I, 十 也 委 Ce0 一 ， 


于 是 


282 第 九 章 ”完全 非 线 性 方程 


lw loo, , SCO + 8). 
We = 0 可 得 
lw loo sch. (11.19) 
Ei fiit (11.17), FT 0< 3/4, 有 
A — Pl y SCF", 


EF PRESA, 
P(y,t) =h(0,0) + D,h(0,0) » y 


+ > D!h(0,0)y + DAC0,0). 


如 果 0,6 适当 的 小 , 则 可 使 
lv — Pl. 


0 


< || w ll. y, + Uh — Pl, 
« Cóà* 4- cet < Ft, 
回 到 原来 的 变量 ,注意 到 (11. 8) 我 们 得 到 对 于 任意 (2,0 € Que 有 
luar) — P, (x,t) — OP PO OO] SAV”, (11,20) 
如 果 我 们 定义 
P,a (2,0) =P (2,0 +0 PB0"2,0?D0, (11.21) 
这 就 蕴含 着 (11. ORF k =: +1 成立 .我 们 还 有 
Ca, =C, + 6” D'h(0,0), di, = d, + 0°DACO,0), 
MH (1.105 (11. 16) 9] f& 4,,, — F(0,0,C,0 —0. 为 了 验证 
(11.7), 从 函数 产 的 估计 (11. 17) 我 们 可 以 得 到 
la 一 a, | TE LT mE g” | C, E | 十 g” Am ev. 
« 0'**^(I5(0,0)| + |D,A(0,0)| + || D?hCO,O) | 
+ ID,A(Q,0) D < caer, (11. 22) 
第 二 步 ” 我 们 将 把 关于 工 二 次 .关于 上 一 次 的 多 项 式 称 为 (2,1) 次 
多 项 式 . 下 面 将 证 明 在 第 一 步 的 条 件 下 ,存在 一 (2,1) 次 多 项 式 P Gest) 
使 得 
lu —Pl y SCPH, pE (0D, (11. 23) 


IDP(0,0)| + || D’Pc0,0) || + |D,Pco,0| <C. (11.24) 
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由 (11. 21) ,我 们 知道 第 一 步 所 构造 的 多 项 式 (Pas) EQ, E 
是 一 致 收敛 于 某 一 (2,1) 次 多 项 式 P(x,t), HWEL. 24). 现 证 明 
P(z,t) 满足 (11. 23). 简单 的 计算 如 下 : 对 于 任意 的 & 之 0， 


lu — P || Succ sr AN 
i=4+1 


oo,Q, 


« 0*9 t SD [la — ay | + Ob, — b 


t=k+1 


+ le"|c, — c, IE + "1a — 441] 


< grate 4 C > [0 G— 1070 + gete-patp a garen] 


CER 
« C0 A+B) 

根据 在 这 个 定理 证 明之 后 的 附注 ,可 以 知道 这 一 结果 就 蕴含 着 解 的 导 
数 D’u,Du 具有 指数 为 8 的 Holder 连续 性 , 且 有 所 要 的 估计 (11. 2). 

第 三 步 ” 结 构 条 件 (F7) 可 以 化 归 满 足 条 件 (11. 3) 的 情况 . 

在 结构 条 件 (F7) 中 我 们 做 一 个 坐标 平移 ,使 坐标 原点 移 到 点 X,» 
所 以 我 们 不 妨 设 X, = (0,0. 现在 我 们 对 于 方程 (11. 1) 的 解 uen 
的 自 变 量 与 函数 做 如 下 的 伸缩 变换 

RU(R y, Rio) 


poles ee 


K 
_ p-2 -1 
K=R, Il « lio, +e Ht +1, 
0 


GCy,c,D'u) = K !F(R,y,Ric,KD'u) 


_ f(Riy, Rir) def 
E K 


RIE LOD = B (Ry RIO S Tale. < 1, RR < R, HE 
HR RI < E, 这 样 


f (y,7). 


i E dida 
[fe Berio raya] < ol) , 


= 


z = al B 
f | £O» — F (0) |""'dydz] <e £| . 


R, 
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定理 证 毕 ， 

附注 “Campanato 空间 可 以 推广 到 高 阶 导数 的 情况 ,现在 我 们 按 
抛物 距离 的 情况 来 叙述 . Wt 2, 表示 所 有 kk) 次 多 项 式 的 集合 , N 
是 (A ) 型 区 域 ,以 DAX) 表示 RK) N Qu; u € LQ) 满足 


1/2 
lu | ae E sup sup ( Inf IQ 17] lu — P |'dxdt 
Pes, D ) 


Rp X,€Q, 0<R<1 men 
« oo, 

所 有 这 样 的 zx 组 成 的 空间 记 为 LION 我 们 可 以 证 明 当 408 +1) > 

(n+ 2)@—1) > 4k hf, 


(Cena (Q,) = eq, ^ 
其 中 < LLODIO e RIT 


完全 非 线 性 方程 (11. DIE w(x,t) 已 得 到 估计 : 对 于 任意 0 < p < 
R, Q4CX C Qs, 有 


t 


248 


lee? o oS 


Q C) R 
其 中 Plz,t) 是 (2,1) 次 多 项 式 .根据 Campanato 空间 的 定义 
u E wi (QC TQ 
其 中 7 二 1 十 Porn 
现在 我 们 考虑 包含 抛物 边界 的 局 部 区 域 Q,r (定义 于 (3. 1) 与 
§ 8). 
定理 11.2 设 方程 (11.1) 在 Q:r 上 满足 结构 条 件 (F1),(F6)，,z 
€ CU OQ r) ENEL DE Qur EE, o € (0,1), Hals, 
= 0, ulo, — 0, ulog „SKos MEE aE (0,1) 使 得 对 于 PE (0,0), 
如 果 结 构 条 件 (F7) 在 Q:r 上 成 立 , 就 有 
Lu ego, , S C( lulow,, +1), (11. 25) 
KB Cia RRF n, A,A, p C 还 依赖 于 (a — BAT. 
此 定理 的 证 明 完 全 类 似 于 定理 11.1. 由 于 有 定理 9.7, 28 EE 9.7, 
定理 9.7" 的 推论 ,对 于 主 项 方程 的 解 我 们 有 估计 : XFO << R, = 
1/4 与 a€ (0,1) AREEN X, E Qur 有 


, 
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Lu lis Qna, „S cl Lu oa, Xy) n9, , 十 1) . (11. 26) 


因此 ,几乎 逐 字 逐 和 了 地 重复 定理 11.1 的 证 明 , 只 要 对 于 任意 X, €E 
Qir 以 Q4OCO N Ar 代替 RX), 利用 (11. 26) 代 替 定 理 8. 5 的 
(8. 4) 式 ,我 们 就 可 完成 定理 的 证 明 . 
综合 定理 11. 1 与 定理 11. 2, 可 以 得 到 完全 非 线 性 方程 (11. DF 
次 初 边 值 问题 古典 解 的 存在 性 定理 . 
定理 11.3 设 方程 (11. DAO 上 满足 结构 条 件 (F1),(F6)， 
F (x,t,r) 足够 光滑 (例如 关于 7 BFC), 则 存在 常数 a E (0,1) 使 得 
对 于 8E (0,0, WR N € C ,方程 (11.1)? 满 足 结构 条 件 (F7) , 满 
足 接触 条 件 : Y (xt) € 90 X {0} 时 ,F(z,0,0) = 0, 则 方程 (11. 1) 
满足 初 边 值 条 件 uos = of T C^ (Qu) 的 解 存在 , 且 有 估计 
lin, < Cl Leloa, +1), (11. 27) 


其 中 C,a 只 依赖 于 nn,X,A,ps,p，C 还 依赖 于 (a — 8) GET. 

根据 $7 的 存在 性 定理 ,将 解 的 存在 性 问题 归结 为 初 边 值 问 题解 
的 CAMARO) 全 局 估计 ,定理 11. 1 与 定理 11. 2 再 加 上 通常 的 局 部 
展 平 技巧 就 可 完成 这 一 结果 . 

现在 我 们 已 经 很 容易 来 处 理 带 有 自然 结构 条 件 的 完全 非 线 性 方程 


u, — F(x,t,u,Du,D’u) = 0. (11. 28) 
我 们 记 
G(x,t,r) = F(xz,t,u(x,t),Du(z,t),r), (11.29) 
则 方程 (11. 28) 可 以 写成 
u, — GCxr,t, D'u(r,t)) = 0, (11. 30) 


假设 方程 (11. 28 EAE AE FECE — (F0, ula, e) € CoAT?) 
是 初 边 值 问题 (2. 2), (2. 3) 的 解 (g 三 0 ), 利 用 差 商 与 Schauder 理论 
可 以 定性 证 明 w E CPP CQ), 则 由 $ 2 8 5, 我 们 知道 存在 常数 
€ (0,a) 与 C 之 1 使 得 

<C; 


|u am EN 


其 中 a,C 仅 依赖 于 ,4 2 Tran. 应 用 结构 条 件 (F4) 与 上 述 
结果 容易 验证 
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IGG st EP) — G(Xootosr) | 
< IP 22118, Hb] 
+ |F,||u(X) — u(X y] + |F,1]Du(X) — Dula) | 
<CA ++ lr Doz — x) + Je 212 
因此 对 于 在 自然 结构 条 件 下 一 般 完全 非 线 性 方程 (11. 28) 与 初 边 值 条 
件 u la, 二 0 有 以 下 存在 性 定理 . 
定理 11.4 设 方程 (11. 284% Qr 上 满足 结构 条 件 (F1),(F2)， 
(F3),(F4),(F5),(F6), Féx tr) 足够 光滑 , 则 存在 常数 a€ (0,1) 使 
得 对 于 B € (0,00, ME ON € C^, 结构 条 件 (F7) 成 立 ,满足 接触 条 件 : 
当 (x,t) € ON x (0) WF (z,0,0,0,0) = 0, 则 方程 (11. 28) 满 足 初 边 
Au lao, ORTEN) 的 解 存在 , 且 有 估计 
Lu Jaee, < C( Lula, +1), 
HPC a RRF nA, A, 结构 条 件 的 常数 , C 还 依赖 于 (a 一 8)” 与 
T. 


符 号 
X,G,D, Gt) 
(X,Y) 
L**(D40) 
diamD 
L*(D) 
ED) 
A=B 
a.e.XED 
Ux,p 
?"(D;8) 


[ul ps, 


| u(Y)dY 
DOG,» 


|A| 

Lulan 
C*(D;6) 

Je le 
Eu]... 
«ll sa 
BMO(Q;0) 
A, Cs) 

A, nu 

Le dy, 

B= (Bus B) 


符号 索引 


说 明 
R 的 点 
抛物 距离 
Morrey 空间 
直径 


Banach 空间 等 距 同 构 


u 在 Q(X) 的 积分 平均 值 
Campanato 空间 
Campanato 空间 半 模 


积分 平均 值 


集合 4 的 Lebesgue 测度 
指数 为 w 的 Holder 半 模 
关于 抛物 距离 的 Holder 空间 
CD; 的 范 数 

BMO 空间 半 模 

BMO 空间 范 数 

有 界 平均 振幅 空间 

u 的 分 布 函数 

关于 :的 差分 

关于 :的 a 次 半 模 

多 重 指标 


页 数 


to 


e 


co 0 0 0 ww CO ww 


m m n 
n a 0 
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Diu 关于 x 的 偏 微 商 15 
w^" *(Qr) Sobolev 空间 16 
La 1201860, 最 高 阶 半 模 16 
ane Cc 0 的 边界 7 次 光滑 19 
H”? (QY) 当 p = 2 WB Sobolev 空间 22 
gs 关于 + 的 Fourier 变换 22 
Co (Rt) 22 
Lu Jao, 关于 :的 a 次 半 模 37 
Cust a) 38 
V, (Qr) V: (Qr) 42 
VQ VQ 26 
(u — k); max {u — k,0) 43 
a, Qr) Q, 的 抛物 边界 47 
£ (— 00,00) J^ X ERI 58 
Crd) 66 
[ujiro,n 最 高 次 的 半 模 67 
Cite aHa E) 67 
[4 Jitan, 关于 xzWke+e 次 半 模 67 
Lu irao, RF Hkt OR 67 
[4 era, KF org 的 最 高 次 半 模 67 
e. u u 的 振幅 72 
Well, WQ) 最 高 次 半 模 72 
LAPIS 同上 72 
P(Q;u) 特定 多 项 式 72 
w(R) 首 项 系数 的 连续 模 75 
Lhe (Qr;6) 75 
QCC Q, Q 紧 包 含 于 Qr 75,79 
QR» Ma, MR 81 
QT R" X (0,7] 97 
MS H 函数 类 97 
LECO) 弱 L" 空间 101 


符号 索引 


M,f(X) 
Mf(X) 
FO 


ess sup u 
Q 


DG(Qj), DG* (Qr), DG” (Qr) 


ess inf u 
Q 


o. (T) 

det(— Du) 

r+ 

ry 

SE a, F 

A y 

VQ 

(Xp pu) 

Pt (X,,p,u) 

Dy (Xo pu) 

OL (X, Ost) 

ge^ 
T=NX(0,T]XRXRXS” 
Or,n» Oros Ir 

F, 

Gio Gi. 

Qj, 

£v 

结构 条 件 (E1),(E2),(E3) 


Hardy-Littlewood 中 心 极 大 函数 
Hardy-Littlewood 极 大 函数 
平均 振幅 极 大 函数 (Sharp 函数 ) 


本 性 上 确 界 
函数 类 
本 性 下 确 界 


接触 集 
像 集 
行列 式 
正 接触 集 


阶梯 函数 类 


(6. 3) 式 

(6. 30) 式 

(6. 43) 式 

(6. 44) 式 

n 阶 对 称 和 矩阵 组 成 的 空间 


(3. 1) 式 
Fréchet 导数 
Fréchet 偏 导数 


退化 抛物 型 算 子 (9. 1) 
退化 抛物 型 算 子 满足 的 条 件 
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152 


155 
161,162 
177 


259 
259 


£ i5 5l 


A 
Alexandrof-Bakel’man-Pucci 型 的 
极 值 原 理 114,152 
A-B-P 型 极 值 原理 152 
Arzéla 定理 53 
(A) 型 区 域 3,4 
B 
半 模 8 
半 群 方法 51 
Bernstein 估计 方法 241 
BMO 空间 7 
不 动 点 249 
C 
Caccioppoli 不 等 式 69 
Cadelon-Zygmund 分 解 引 理 10 
Campanato 空间 1,2 
Carathéodory 条 件 175 
Cauchy 问题 97 
测度 空间 177 
测度 论 177 
测度 收敛 186 
差分 算 子 198 
PAR 161 
初 值 问题 97 
KREMS 101 


单位 分 解 

De Giorgi 方法 

De Giorgi 类 

De Giorgi-Nash-Moser 估计 


De Giorgi-Nash-Moser 估计 的 


积分 形式 
De Giorgi 引 理 
等 度 连 续 
等 距 同 构 
低 阶 项 符号 条 件 
第 一 初 边 值 问题 
多 重 指 标 
对 角 线 抽取 序列 法 


F 


法 映射 
Fefferman-Stein 定理 
非 散 度 型 拟 线性 方程 
分 布 函数 

Fourier 变换 

Fréchet 导数 
Frechet 可 微 

Fréchet 偏 导 数 
E IE 


19,63 


G 


Galiardo-Nirenberg TER 
Galerkin 方法 

Gronwall 不 等 式 

关于 抛物 距离 的 立方 体 
古典 解 的 存在 惟一 性 


H 


函数 类 A, 4 

Hardy-Littlewood 极 大 定理 
BC RC 
HABRA 

Harnack 不 等 式 

恒 同 算 子 

Hestenes-Whitney 方法 

Hilbert 变换 

Holder 空间 

Holder 模 估计 的 基本 引 理 


J 


Jacobi 行列 式 
检验 函数 
接触 集 
接触 条 件 
截断 函数 
结构 条 件 (F1) 
—(F2) 
—(F3) 
—(F4) 
~ (F5) 
~ (F6) 
~ (F7) 


154 
47 
152 
90,249 
70 
228 
228 
232 
240 
252 
254 
278 


名 词 索引 


结构 条 件 (F1)’, (F2)'， 
(F3)’ ,(F4)’ 

阶梯 函数 

近似 定理 

积分 平均 值 

RAF 

紧 映 射 

John-Nirenberg 定理 

John-Nirenberg 空间 


局 部 Holder 估计 
局 部 极 值 原理 
局 部 坐标 表示 

K 
FE AAR SHA 
可 控 增 长 条 件 
控制 函数 
控制 收敛 定理 
Krylov-Safonov 估计 

L 
Laplace 算 子 
Lebesgue 测度 
Lebesgue 微分 定理 
Leray-Schauder 定理 
连续 模 
连续 拓展 法 
Lipschitz 映射 
L^ 理论 

M 
Marcinkiewicz 内 播 定理 


Morrey 空间 


291 


248,249 
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